
TANGENTA 53 (2008/2009 -- 1) 1

PROBLEM OSAM SETOVA OD PO OSAM KRAQICA NA
[AHOVSKOJ TABLI ILI Pegboard PROBLEM

Nenad Miloradovi}
Zadatak. U svakoj od n grupa nalazi se n `etona iste boje, pri ~emu su `etoni u

razli~itim grupama razli~ito obojeni. Potrebno je `etone rasporediti na kvadratnoj
tabli n × n tako da na svakoj vertikali, horizontali i dijagonali table svi `etoni budu
razli~itih boja. Za re{ewe ovog problema (poznatog pod imenom Pegboard problem)
uz uslov n = 8 svojevremeno je u Americi bila ponu|ena nagrada od 1 000 dolara, {to
verovatno zna~i da ovaj podslu~aj nema re{ewa. Mo`ete li to i da doka`ete?

Mogu}a su dva re{ewa postavqenog zadatka.

1 Akotra`itere{ewezasvedijagonaleusvimpravcima(glavneisporednedijagonale),
ne postoji re{ewe za slu~aj n = 8. U ovom slu~aju (n = 8), postupa se analogno
re{avawuproblemaraspore|ivawaosamsetovaodpoosamkraqicanaistoj{ahovskoj
tabli pri ~emu kraqice istog seta ne smeju napadati jedna drugu.

2 Ako tra`ite re{ewe samo za vrste, kolone i glavne (velike) dijagonale, za n = 8
re{ewe je mogu}e.

Prikaza}emo kako mo`ete do}i do logi~kog re{ewa ovog problema (za n = 8) bez obimnih
numeri~kih prora~una i programirawa (kompjuter je kori{}en samo za pretra`ivawe na
Internetu).

ISTORIJA PROBLEMA

Logi~kaigra Hoo-Doo (postavqenizadataknatablisarupicama8×8) iz1955. godine,
koju je prodavala Tryne Games Manufacture Inc. (Lindenhurst, L.I. New York) [1],
frustrirala je mnoge qude. Proizvo|a~ je ponudio 1 000 ameri~kih dolara svakome ko
re{i zagonetku korektno! Na unutra{woj strani poklopca kutije igra~ke, posle teksta
instrukcija, nalaze se re~i �Sre}na no}namora!� [2]. Originalno pravilo igre glasi: �Sve
64 rupice moraju biti popuwene. Dozvoqeno je koristiti dva neutralna`etona bilo gde na
tabli kako bi se eliminisalo duplirawe dve boje.� [3].

U interpretaciji ovog problema ponekad nije jasno da li se misli samo na glavne ili na
sve dijagonale. Tako na Internetu mo`ete prona}i on-line igricu [4] (u dnu veb stranice),
gde se pretpostavqa uslov koji se odnosi samo na glavne dijagonale.

Ukoliko se misli na svaku dijagonalu, to je analogno raspore|ivawu osam setova od
po osam kraqica na {ahovskoj tabli pri ~emu kraqice istog seta ne napadaju jedna drugu.
U {ahu kraqica napada poqa u istoj vrsti, koloni i dijagonali. Problem osam kraqica
(samo jedan set kraqica) razmatrali su mnogi poznati matemati~ari jo{ pre mnogo godina,
ukqu~uju}i i nema~kog matemati~ara Karla Fridriha Gausa (1777 − 1855) [9]. Problem
je generalizovao na n × n tabli Franc Nauk 1850. godine. Ne{to kasnije, 1874. godine
S. Gunther je predstavio metod za pronala`ewe re{ewa kori{}ewem determinanti, a taj
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pristup je usavr{io J.W.L. Glaisher [6]. Mora se primetiti da su ta re{ewa prona|ena
pre ere kompjutera.

Prema [5] i [8], Tom Jolly je dokazao da ne postoji re{ewe za igru Hoo-Doo, aliwegov
dokaz je pun detaqa.

OSAM SETOVA OD PO OSAM KRAQICA NA TABLI 8x8

Razmatrawe zapo~iwemo analizom re{ewa problema osam kraqica na {ahovskoj tabli
koje ne napadaju jedna drugu.

Problem osam kraqica ima 92 razli~ita re{ewa. Ako identifikujemo re{ewa koja
su me|usobno simetri~na (re{ewa su simetri~na ukoliko se jedno mo`e dobiti rotacijom
i/ili refleksijom drugog), onda na {ahovskoj tabli postoji samo 12 jedinstvenih re{ewa
koja su prikazana na linkovima [6] i [7]. Uz pomo} kombinatorike, mo`emo sra~unati broj
svih mogu}ih re{ewa pokrivawa {ahovske table sa osam setova od po osam kraqica. Tako,

dobijamo
92!

(92− 8)! · 8!)
= 93 080 887 185 mogu}ih re{ewa.

U ovom trenutku va`no je da primetimo da od 12 jedinstvenih re{ewa samo dva re{ewa
imaju kraqicu u uglu table i samo ~etiri re{ewa su sa kraqicom na centralnim poqima
(poqa centralnog kvadrata 2 × 2). Ovom prilikom ne}emo prikazati svih 12 re{ewa, jer
su ona ve} dobro poznata, ve} }emo obratiti pa`wu na dva re{ewa koja ukqu~uju ugao (slika
1).
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Slika 1. Dva jedinstvena re{ewa problema osam kraqica koja ukqu~uju ugao
(poqa svetlo sive boje ~ine skup A)

Svetlo siva poqa su prazna (bez kraqice) poqa svih re{ewakoja semogu dobitirotaci-
jama i/ili refleksijama dva prikazana re{ewa. Neka skupA ~ine ova prazna poqa.

Korak 1. Pokrivawe table sa ~etiri seta od po osam kraqica koja ukqu~uju sva ~etiri
ugla.

Ako`elimo da prekrijemo tablu sa osam setova kraqica, prvo moramo da pokrijemo sva
~etiri ugla sa ~etiri seta. Koriste}i dva jedinstvena re{ewa sa slike 1, posle izvesnog
ra~una, mo`emo dobiti samo dva mogu}a re{ewa pokrivawa table sa ~etiri kraqice (iste
boje) pri ~emu su pokrivena sva ~etiri ugla.



TANGENTA 53 (2008/2009 -- 1) 3

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

2

3 2 4

4 2 3

3 1 4 2

4 1 3

4 2 3

1 3 2 4

2

2

3

3

4

4

2

2

2

2

2

2

2

2

3

3

3

3

3

3

3

3

4

4

4

4

4

4

4

4

Slika 2. Dva mogu}a re{ewa pokrivawa table sa ~etiri seta ukqu~uju}i sva ~etiri ugla.

Ako po~nemo sa gorwim levim uglom, postoje 4 re{ewa za pokrivawe table prvim setom
(2 jedinstvena+2re{ewadobijenarefleksijama= 4re{ewa). Zatimpostavqamokraqicu
drugog seta u dowi desni ugao. Tada postoji samo {est mogu}ih re{ewa pravilnog postav-
qawa kraqica prvog i drugog seta. Rotacijama ovih {est re{ewa za 90 stepeni, dobijamo
na~ine postavqawa setova 3 i 4. Posle svih rotacija i refleksija ovih {est re{ewa
dobijamo opet samo prvih {est razli~itih re{ewa. Tablu prekrivamo kombinovawem 6
re{ewa za set 1 i 2 sa 6 re{ewa za set 3 i 4. Postoji samo 6 · 6 = 36mogu}nosti. To mo`emo
uraditi bez obimnog prora~unavawa. Na slici 2 prikazana su jedina dva mogu}a re{ewa
pokrivawa table sa ~etiri seta od po osam kraqica koja ukqu~uju sva ~etiri ugla. Svetlo
siva poqa predstavqaju uvek prazna poqa za ta re{ewa.

Korak 2. Pokrivawe table sa ~etiri seta od po osam kraqica koja ukqu~uju centralna
poqa.

Za prekrivawe table sa osam setova, treba prekriti re{ewa sa slike 2 sa ~etiri seta
od po osam kraqica koja ukqu~uju centralna poqa. Razmotri}emo sva ~etiri jedinstvena
re{ewa problema osam kraqica koja obuhvataju centralna poqa. Ona su prikazana na slici
3.

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

Slika 3. Sva ~etiri jedinstvena re{ewa problema osam kraqica koja ukqu~uju centralna
poqa (tamno siva poqa su elementi skupaB)

Tamnosivapoqasupoqanakojimanemakraqiceusvimre{ewimadobijenimrotacijama
i refkeksijama ~etiri jedinstvena re{ewa. Tamno siva poqa predstavqaju elemente skupa
B.

Korak 3. Prekrivawe re{ewa iz koraka 1 i koraka 2.
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Ako prekrijemo tablu re{ewa sa slike 1 i tablu re{ewa sa slike 2, dobija se figura
kao na slici 4.

Slika 4. Prazna poqa iz re{ewa koraka 1 i koraka 2.

Svetlo siva boja pokazuje nepokrivena poqa iz koraka 1, tamno siva boja nepokrivena
poqa iz koraka 2, a crna boja pokazuje poqa koja ce uvek ostati prazna posle preklapawa.
^etiri crna poqa su elementi skupa C (C = A ∩ B) i ovaj skup nije prazan. Ovo je dokaz
da problem osam setova od po osam kraqica na {ahovskoj tabli nema re{ewa. Nemogu}e je
prekrititablu8×8 sa8boja takodanemadveisteboje u svakomredu, koloniilidijagonali.
Ne postoji re{ewe koje bi prekrilo tablu 8 × 8 istovremeno prekrivaju}i sve uglove i
centralna poqa.

RE[EWE KOJE SE ODNOSI SAMO NA GLAVNE DIJAGONALE

Ako se pogleda prethodno re{ewe, mo`e se pomisliti da je nemogu}e dobiti re{ewe
koje se odnosi samo na glavne (velike) dijagonale. Me|utim, re{ewe postoji i to vi{ewih.
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Slika 5. Re{ewe koje se odnosi samo na glavne dijagonale.

Obratite pa`wu na to kako su po vrstama pore|ani neparni brojevi (prva vrsta: 1, 3, 5, 7,
druga vrsta: 3, 5, 7, 1, tre}a vrsta: 5, 7, 1, 3, i tako daqe), a kako parni brojevi. Sa ovakvom
{emom tako|e je lako prona}i re{ewa za n ∈ {4, 5, 7}.

Po{to problem osam setova od po osam kraqica nema re{ewe, mo`emo se zapitati
koliki je maksimalan broj setova (boja) koji se tako mogu poredati na{ahovskoj tabli? Ve}
znamo da je osam setova od po osam kraqica nemogu}e rasporediti. Zbog simetrije{ahovske
table, o~igledno je da je nemogu}e prekriti tablu i sa sedam setova. Ako je mogu}e prekriti
sa sedam setova, onda je mogu}e i sa osam. Po{to sa osam setova to nije mogu}e, onda nije
mogu}e ni sa sedam. Zna~i, {est je maksimalan broj setova od po osam kraqica kojim je
mogu}e prekriti {ahovsku tablu.
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Slika 6. Re{ewe kojim se dozvoqava duplirawe dve boje.

Slika 6 predstavqa to re{ewe (naravno, ako uzmemo u obzir samo {est setova, 1 − 6).
Na istoj slici je prikazano i re{ewe problema koji dozvoqava duplirawe dve boje. Mogu}e
je popuniti sva poqa na{ahovskoj tabli uz pomo} dva neutralna`etona (u ovom slu~aju boje
7 i 8 na glavnim dijagonalama). To je i re{ewe igre Hoo Doo.

ZAKQU^AK I PRIMENE

Pegboard problem za n = 8 ima dva re{ewa:

1 Ako razmatrate sve dijagonale, tada nema re{ewa za n = 8. U tom slu~aju (n = 8),
problem je analogan istovremenom prekrivawu {ahovske table sa osam setova od po
osamkraqica, a da kraqiceistog seta nenapadaju jedna drugu. Problem se jednostavno
re{ava analizom re{ewa problema osam kraqica.

2 Ako razmatrate samo vrste, kolone i glavne dijagonale, za n = 8, re{ewe je mogu}e.

Osim toga {to postavqeni problem predstavqa veoma zanimqivu matemati~ku mozgalicu,
on ima i neke prakti~ne primene. Na primer, veoma je blizak problemima organizovawa
~uvawai skladi{tewapodataka umemorijamara~unara, problemimaregulisawa saobra}aja
[9] i tako daqe.
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