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АКРОПОЛИС 

За све оне који се не боје  

да самостално размишљају  

 

 

У изворном значењу, реч акрополис означава тешко освојиво утврђење на врху брда. На 

грчком је то сложеница која означава горњи град. Најпознатији акрополис је Акропољ у Атини, 

где је у V веку пре нове ере сазидан Партенон – чувени храм посвећен грчкој богињи Атени. 

Овде се реч акрополис употребљава у пренесеном значењу: утврђење представља знање 

којим се располаже, а пут којим се до њега долази је умни напор. Током векова знање је било 

тешко освојива тврђава, а до „врхова“ знања долазило се самосталним размишљањем.  

Ова збирка задатака представља антологију занимљивих математичких и логичких 

проблема којима су се људи занимали од давнина. Уз решења проблема дат је и кратак 

историјски осврт који је у вези са датим проблемом, као и краће или дуже биографије познатих 

математичара. Колекција овде изложених задатака представља комбинацију лакших и тежих 

проблема који имају историјску позадину, а кроз хронолошки дат редослед излагања може се 

пратити развој математике и њој сродних научних области (астрономије, физике, информатике 

и сл.). Од публикација објављених на српском говорном подручју, конципираних на начин који 

ми се учинио најпогоднијим за представљање овакве проблемске грађе, овде помињем књигу 

математичара Миодрага Петковића: Занимљиви математички проблеми великих 

математичара, објављену 2008. године.  

Надам се да ће ова књига бити од користи знатижељним средњошколцима и студентима 

који се не боје изазова самосталног размишљања. Велико је задовољство када се самостално 

дође до решења. Као што планинари осете усхићење када се попну на врх планине, тако и онај 

ко се бави математиком осети задовољство када реши одређени проблем. У том смислу је и дат 

наслов овој збирци – акрополис фигуративно представља знање којим треба овладати, а пут до 

њега води преко самосталног рада и савладавања тешкоћа на које се при том раду наилази.  

За оне који пак немају стрпљења или желе да провере резултате до којих су сами дошли 

наведена су решења у другом делу књиге. 
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Задатак са једне глинене таблице из Месопотамије 

 

Писани почеци математичких и логичких проблема почињу у Месопотамији и 

забележени су на глиненим таблицама које су дешифроване.  

1. Површина А, која се састоји из збира два квадрата, износи 1000. Страница једнога 

квадрата износи 
3

2
 странице другог квадрата умањено за 10. Колике су странице 

квадрата? [1].  

Глинена таблица из Месопотамије из доба цара Хамурабија (чија се владавина смешта у 

време око 1950. године пре нове ере) налази се у Националној и универзитетској библиотеци у 

Стразбуру. Опис решења на таблици налази се у форми набрајања етапа израчунавања 

потребних за решавање квадратне једначине. Може се закључити да је поступак решавања 

квадратне једначине већ тада био познат. 

Треба истаћи да Вавилонци, који су први увели позициони бројни систем у коме је 

вредност сваке цифре одређена њеним положајем, нису користили десетични бројни систем, тј. 

бројни систем којим се ми данас служимо. Они су користили шездесетични бројни систем, тј. 

бројни систем са основом 60. Тако, на пример, број 17 означава 67. Међутим, нису користили 

нулу, тако да је било нејасноћа приликом читања записаних бројева. Шездесетични бројни 

систем који су они примењивали одржао се до данас у рачунању времена (један сат има 60 

минута, а један минут има 60 секунди), као и у подели круга на 360 степени који се даље дели 

на 60 лучних минута, односно на 3600 лучних секунди.    

 

Задатак из московског папируса 

 

У приближно исто време као и у Месопотамији, бележење математичких и логичких 

проблема одвија се и у древном Египту. Технике рачунања биле су засноване на 

специфичностима које су се примењивале у овим регијама.  

2. Позанат је однос страница правоугаоника и његова површина. Израчунати дужине 

страница [2].  

Од обавештења о староегипатској математици до данас су сачувана два математичка 

папируса – Рајндов и московски папирус. Рајндов папирус садржи 85 задатака. Добио је назив 
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по шкотском египтологу Хенрију Рајнду (Henry Rhind), који га је откупио од египатских сељака 

у околини Луксора 1858. године. Папирус је предат Британском музеју 1863. године. У њему се 

помиње извесни Ахмес, писар који га је преписао са још старијег папируса. Датирањем је 

установљено да је Рајндов или Ахмесов папирус написан око 1650. године пре нове ере. 

Московски папирус је нешто старији – његова старост се процењује на период од 1900. до 1850. 

године пре нове ере. Овај папирус садржи 25 задатака, а откупио га је руски гроф Голеничев. 

Чува се у Московском музеју. 

 

24. задатак из Рајндовог (Ахмесовог) папируса 

 

3. Цело и његов седми део је 19. Наћи цело [3]. 

Са данашњом нотацијом алгебарских једначина, овај задатак није тешко решити. 

Међутим треба напоменути да су стари Египћани користили десетични бројни систем, али тај 

систем није био позициони. За бројеве 10, 100, 1000 итд. имали су посебне знаке – хијероглифе. 

Због тога су они овај задатак решавали на тежи начин. 

 

Четири златне кугле 

 

Ево једног задатка који вероватно не потиче из времена древног Египта, али се односи на 

тај период:  

4. „Златару, сутра је велики празник посвећен Богу Сунца. Ево, од ове гомиле блиставих 

златних новчића направи ми током ове ноћи 4 златне кугле за сутрашњи празник,“ 

наредио је Фараон свом златару. „Моји свештеници су ми саветовали,“ наставио је 

Фараон, „да пречник сваке кугле мора бити цео број ора (ор – јединица за дужину у 

време владавине дотичног Фараона). Сваки од ових бројева мора да буде мањи од 12 и 

све кугле морају бити различите величине. Збир пречника најмање и највеће кугле мора 

да буде 13 ора, што исто важи и за збир пречника две преостале кугле. И на крају, 

запамти да сваки комадић злата мора да буде употребљен. А сада на посао. Ако не 

завршиш свој рад онако како сам ти рекао сутра до изласка сунца, бацићу те у тамницу.“ 
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Одмах по одласку Фараона златар је прионуо на посао, топио и мерио злато, рачунао. 

Најзад је дошао до решења које је задовољавало све постављене услове изузев једног; 

највећа кугла имала је пречник 12 ора. У очајању, златар је одлучио да се упусти у ризик 

и евентуално умилостиви Фараона. Пред зору он је завршио свој рад начинивши 4 златне 

кугле. Фараонови свештеници су после инспекције уочили златарев пропуст. Фараон је 

био немилосрдан и бацио је златара у тамницу. 

Које величине су биле кугле које је направио златар, и како је требало да изабере 

величине кугли сагласно Фараоновим захтевима? [12]. 

 

Висина Кеопсове пирамиде 

 

Нови узлет математике, логичког и дедуктивног размишљања, као и процват геометрије 

дешава се у античкој Грчкој. Зачеци грчке математике почињу са Талесом из Милета и 

Питагором. Они су једно време боравили у Египту, где су стекли извесна математичка знања 

која су потом усавршили. Познате су Талесова и Питагорина теорема. 

Кеопсова пирамида се налази у Гизи, близу Каира, у Египту. Она представља једно од 

седам светских чуда антике. Зидана је пре око четири и по хиљаде година, да буде гробница 

фараона Кеопса. Претпоставља се да је 100.000 људи градило ову пирамиду пуних двадест 

година. Висока је 147 метара, а до изградње Ајфеловог торња у Паризу 1887. године била је 

највиша људска творевина на свету. Саграђена је од камених блокова, од којих сваки има масу 

од око 2.500 kg. Унутрашњост пирамиде садржи око 2.300.000 таквих блокова. Основа 

пирамиде је квадрат чија је страница дуга 233 m.  

5. Како је Талес могао измерити висину пирамиде? 

Талес из Милета је први грчки филозоф, који је био је и астроном, хидротехничар, 

наутички инжењер, политичар, трговац и математичар. Рођен је око 634. године пре нове ере у 

Милету, а умро је око 546. године пре нове ере. Пореклом је био Феничанин. Нажалост, није 

сачувано ништа од његових писаних дела, тако да је тешко бити потпуно сигуран у његове 

математичке закључке. Ипак, сматра се да је написао две расправе: О солстицију и О 

еквиноцију. Његова су писана дела била изгубљена већ у Аристотелово доба, тако да Аристотел 

у њих није имао увида. 
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Многи грчки филозофи су оставили трага о Талесу и његовом раду. Његова метода 

решавања и постављања проблема била је револуционарна за оно време. Талес је и једини 

филозоф пре Сократа који је уврштен међу седам античких мудраца. Његов ученик је био 

Анаксимандер.  

Забележено је да је Талес предвидео помрачење Сунца 28. маја 585. године пре нове ере. 

Предвиђање помрачења Месеца тада је било уобичајено, али је било тешко предвидети када ће 

бити помрачење Сунца, будући да се та појава није могла видети са свих делова Земље. 

Претпоставља се и да је установио годишња доба и да је годину поделио на 365 дана.  

Постоји неколико каснијих записа о томе како је Талес израчунао висину пирамида и 

тако задивио фараона Амазиса. Чекао је тренутак када ће сенка свих предмета (на пример, 

штапа који је забио у песак крај пирамиде) бити једнака њиховој висини. То је онда применио и 

на пирамиду и преко сенке израчунао њену висину. 

Ипак, оно најважније што Талесу математичари приписују јесте чињеница да је он први 

поставио логичке темеље доказивању теорема. Другим речима, Талес је први нагласио да није 

довољно само опажати појаве, већ их треба и доказати. 

У многим књигама о историји математике Талесу се приписују и следеће теореме из 

геометрије:  

 Пречник дели круг на два једнака дела; 

 Углови на основици једнакокраког троугла су једнаки; 

 Углови између две праве које се секу су једнаки (унакрсни углови); 

 Два троугла су подударна ако имају једнака два угла и једну страницу; 

 Угао над пречником је прав угао.  

Неки историчари кажу да је Талес, који је учио геометрију од Египћана, први описао да 

је на кружници угао над полукружницом прав, као и да је у част тог открића жртвовао боговима 

вола. Други извори говоре да је Питагора био тај који је жртвовао вола када је доказао тзв. 

Питагорину теорему.  

Талес је, такође, преко својих математичких опажања дао допринос и наутици. Сматра се 

да је открио сазвежђе Малог Медведа, којим су се Феничани користили у пловидби. 

Морепловце је упутио у чињеницу да то сазвежђе показује север. Између осталог, нашао је 

методу којом се може израчунати удаљеност бродова од обале. Постоје записи да је скренуо ток 

реке Халис и тако прешао реку не градећи мост.  
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Занимљиво је поменути и да постоје многе анегдотске приче о томе како је Талес био 

врло вешт за све послове, а да је, с друге стране, истовремено био и непоправљиви сањар. 

Аристотел, на пример, помиње како је Талес био вешт у закључивању да ће следеће сезоне 

маслине у Грчкој добро родити, али није остао само на речима, већ је након тог свог закључка 

купио све пресе за прављење уља у околини и тако се обогатио. Платон, опет, прича о томе како 

је једне ноћи Талес пешачио посматрајући небо. Не пазећи куда стаје, пао је у канал. Згодна 

млада служавка му је помогла да изађе из канала и казала му: „Како очекујеш да ћеш разумети 

шта се догађа горе на небу када не видиш ни шта ти је под ногама!?“. Постоји и прича о томе да 

је Талес као трговац водио магарца натовареног сољу. Након преласка реке магарац је осетио да 

му је терет лакши (део соли се истопио), па је после са сваким товаром трчао у воду. Талес га је 

зато натоварио великим товаром сунђера, а када је магарац опет пошао право у воду и осетио да 

је товар постао претежак, није више трчао у воду.  

Талесу се приписује изрека: „Шта је тешко? – Спознати самога себе.“ 

 

Питагорине тројке 

 

6. Питагорине тројке су позитивни цели бројеви који задовољавају једнакост .222 zyx   

Доказати да за сваки природни број који је већи од 2 постоји бар једна Питагорина 

тројка. 

Питагора је грчки математичар, филозоф и учитељ из VI века пре нове ере. Познат је по 

Питагориној теореми коју је доказао. Рођен је око 568. године пре нове ере на Самосу. Питагора 

је био добро образован. Учио је да свира лиру и рецитује Хомера. Његови учитељи су били 

Сиријац Ферекид, а у математику су га увели Талес и Анаксимандер, који су живели на Милету. 

Талес је саветовао Питагору да отпутује у Египат и да тамо учи. Око 535. године пре нове ере 

Питагора је отпутавао у Египат, где је посетио многе храмове и водио разговоре са 

свештеницима.  

Када је 525. године пре нове ере владар Персије Камбиз II напао Египат, Питагора 

доспева у Вавилон као роб-заробљеник. Ту изучава аритметику, хармонију бројева и упознаје се 

са појмом златни пресек. Око 520. године пре нове ере Питагора напушта Вавилон и враћа се на 

Самос. Према једној легенди, Питагора је посетио и Индију.  
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На Самосу је Питагора примењивао методе којима је био учен у Египту. Потом напушта 

Самос и прелази у Кротон, на југу Италије, где је био на челу религиозно-моралног братства 

које је имало своја правила. Проповедао је о врлини и хармонији, а заједница је проучавала и 

филозофију. Разликовала су се два круга међу члановима – акузматици (слушаоци) и 

математици (ученици). Питагора је своја предавања држао иза застора, јер акузматицима није 

било дозвољено да виде Питагору. Математици су били подучавани од стране Питагоре, а 

проучавали су аритметику, геометрију, астрономију и музику.  

Питагора и Питагорејци на Кротону нису остали ван домашаја политике, где су се 

понашали веома ауторитативно и круто. Због тога су били прогањани и Питагора је око 513. 

године пре нове ере отишао на Делос, где негује свог остарелог учитеља Ферекида. Због даљих 

прогона Питагора потом бежи у Метапонтиум, где умире 493. године пре нове ере. И после 

смрти Питагоре, његово братство је наставило да делује и живи негујући Питагорин култ.  

Сматра се да је Питагора написао три књиге: О васпитању, О државничкој мудрости и 

О природи. Међутим, оне нису сачуване. Већина ипак сматра да Питагора није писао, већ је 

само проповедао усмено.  

 

Хипократове лунеле 

 

7. Доказати да је сума површина облика Месечевих српова који леже између лука 

полукружнице описане над хипотенузом као пречником и лукова кругова описаних над 

катетама као пречницима истог правоуглог троугла једнака површини троугла [2].  

Хипократ са Хиоса је грчки математичар, геометар и астроном који је живео отприлике 

од 470. до 410. године пре нове ере.  

Хипократ је прво био трговац на Хиосу. Према једној легенди, пошто је једанпут био 

опљачкан, упутио се у Атину вероватно ради парничења. Иметак није повратио, али је тамо 

присуствовао предавањима из математике, а потом је и сам подучавао геометрију како би се 

издржавао. 

Хипократове лунеле су одличан покушај да се одреди квадратура круга. Претпостављало 

се да је могуће на сличан начин доћи и до коначног решења, пошто је Хипократ доказао да су 

површине делова круга једнаке површини правоуглог троугла. Међутим, број π није рационалан 

број, а то је доказано тек знатно касније. На тај начин није могуће површину целог круга 
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представити као површину некаквог многоугла. На пољу астрономије Хипократ је покушавао 

да објасни феномене комета и Млечног пута.  

Хипократ је први написао систематски организован уџбеник из геометрије – Стоихеја 

(Елементи). Његово пионирско дело утрло је пут да касније Еуклид објави своје Елементе. 

Према Проклу, Хипократ је био творац многих открића у геометрији.  

 

Еуклидов задатак  

 

8. Доказати да је 21
21

2
aa

aa



 где је 01 a  и 02 a  [2]. 

Еуклид је грчки математичар који је живео и радио у Александрији. О његовом животу 

се мало зна. Претпоставља се да је живео од 325. до 265. године пре нове ере, у време владавине 

краља Птоломеја. Био је један од управитеља математичке школе у Александрији. Постоје 

подаци да је једно време био и Платонов ученик.  

Од Еуклидових дела најпознатији су Елементи. Они су прво преведени на арапски, 

потом на латински, па са њега на све европске језике. У њима је у 13 књига логичком 

дедукцијом, полазећи од дефиниција, аксиома, постулата и теорема, систематски и строго 

изложио готово сва математичка знања до тада позната. Због своје доследности, Елементи су 

дуго сматрани најсавршенијим математичким делом. У њима су доказане 464 теореме, чији су 

докази и данас пример изванредног методолошког извођења. Елементи садрже сазнања о 

геометрији, теорији бројева и алгебри.   

Постоји и једна анегдота о Еуклиду. Када је краљ Птоломеј, обесхрабрен тешкоћама на 

које је наишао проучавајући Елементе, упитао Еуклида: „Постоји ли неки лакши пут да се 

научи геометрија?“, Еуклид је одговорио: „У геометрији нема посебних путева за краљеве!“. 

Друга анегдота говори о томе да када га је један ученик запитао о користи коју може имати 

уколико изучава математику, Еуклид је свом пратиоцу рекао да ученику дâ три новчића како би 

овај имао „корист од тога што учи“.    

Сачувана су следећа Еуклидова дела: Елементи, Дата, Оптика. 
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Аристархово одређивање релативне удаљености Сунца и Месеца  

 

Аристарх са Самоса (око 310. пре нове ере – око 230. пре нове ере) био је грчки 

астроном, математичар и филозоф. Познат је по томе што је први сместио Сунце у средиште 

свемира и тако успоставио хелиоцентрични систем. У своје време био је оспораван и његово 

учење није било прихваћено. Захваљујући ауторитету Аристотела и радовима Клаудија 

Птоломеја, дуго је био општеприхваћен геоцентрични систем у којем се сматрало да се 

Универзум окреће око Земље. Тако је Аристархова хипотеза пала у заборав. Тек после 1.800 

година и радова Коперника, Галилеја, Кеплера и Њутна, те после великог оспоравања 

хришћанске цркве, превагу је однео хелиоцентрични систем. Због тога се Аристарх може 

сматрати античким Коперником. 

Аристарх је био ученик Стратона из Лампсака, који је водио Аристотелов Лицеум. Ипак 

је вероватније да је Аристарх од њега учио у Александрији, а не у Атини. Аристарха су 

називали математичарем, а проучавао је и својства светлости.  

Осим оскудних коментара код Архимеда, Плутарха и Витрувија, до данас је сачувано 

само његово дело О величинама и удаљеностима Сунца и Месеца, које није базирано на 

хелиоцентричном систему. У њему је Аристарх  са геометријском аргументацијом заснованом 

на астрономским мерењима и тадашњим математичким знањима одредио да је Сунце око 

двадест пута даље од Земље него Месец. Иако је његов геометријски модел био потпуно 

исправан, Аристарх је добио погрешан резултат јер је користио неисправне астрономске 

податке. 

9. Израчунати колика је удаљеност од Земље до Сунца ако је растојање од Земље до 

Месеца А, а угао између правца ка Сунцу и правца ка  Месецу, када је Месец осветљен 

половично, износи f = 89˚50’. 

 

Архимедов задатак 

 

10. Нека је ABC полукруг. Из тачке B спуштена је на пречник AC нормала BD и на 

одсечцима AD и DC, као на пречницима, описана су два полукруга AFD и DHC. 
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Површина AFDHCB добијене слике, облика брадве-секирице (арбелона), једнака је 

површини круга пречника BD. Доказати. [2], [7] (види сл. 1).  

 

Сл. 1 

 

Још један Архимедов задатак 

 

11. Израчунати збир квадрата првих n чланова природног низа, то јест:  

2222

2 321 nS       [2]. 

Архимед је живео је од 287. до 212. године пре нове ере. Био је грчки математичар епохе 

хеленизма, механичар, астроном и физичар. Рођен је у Сиракузи на Сицилији. Отац му је био 

Фидија, астроном, од кога је имао шта да научи.  

Школовао се у Александрији код математичара Конона, Еуклидовог ученика. Када се 

после школовања у Египту вратио у родну Сиракузу, готово стално је био у преписци са 

математичарима и научницима из Александрије. Сматрао је да многи минорни матаматичари 

присвајају његове доказе као своје.  

Подробна теоријска анализа полуге ушла је у легенду његовом тобожњом изјавом: 

„Само ми дајте место да станем, померићу цео свет.“ Према једној легенди, краљ Хиерон га је 

изазвао да нешто слично докаже и Архимед је направио такав систем полуга и котура да је 

седећи дигао једном руком натоварени брод из мора и пренео га на копно.  

Архимед је тако стекао светску славу још за живота, захваљујући пре свега својим 

знањима из механике и као изумитељ многобројних ратних машина, док је после смрти постао 

познат и по свом доприносу математици. Може се сматрати да је Архимед био познатији као 
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инжењер, а не као математичар. Архимед је открио закон полуге, многе справе и машине, и 

закон о потиску течности, познат као Архимедов закон. 

Осим закона полуге, из механике је сачувано и његово ускостручно дело О центрима 

теже равних фигура, у коме механику заснива на седам аксиома. 

Основни закон хидростатике изложио је у делу О пливајућим телима. Архимедов закон 

се формулише у петој теореми: „Ако се тело лакше од течности положи у њу, оно ће уронити 

толико да волумен течности једнак волумену уроњеног тела има исту тежину као цело тело“. 

Легенда каже да је краљ Хиерон тражио од Архимеда да испита круну коју му је неки мајстор 

нудио и оцени да ли је од чистог злата или у њој има и сребра. Архимед је тобоже нашао 

решење док је лежао у кади и, у великом одушевљењу, излетео на улицу као од мајке рођен, 

вичући „Еурека!“ (што је значило ─ нашао сам решење).   

Архимед је дао допринос техници наводњавања својим Архимедовим вијком. Вероватно 

га је измислио током боравка у Александрији. Пошто је писао математичке студије О 

спиралама, није му било тешко да конструише тродимензионалну спиралу уоквирену 

цилиндром, чијом се ротацијом вода подиже на виши ниво.  

Конструисао је и системе небеских сфера које описују кретања небеских тела. Архимед 

није писао о својим инжењерским реализацијама, већ је писао само дела из чисте науке.  

Математика је била његова основна преокупација. У свом делу Мерење круга применио 

је метод исцрпљивања и тако приближно одредио вредност броја π. Својим највећим открићем 

сматрао је теорему о томе да однос запремине купе, лопте и ваљка истог пречника и висине 

износи 1:2:3, о чему је писао у свом делу О сфери и цилиндру. Зато му је на надгробном 

споменику уклесан ваљак у који су уписане купа и лопта. Дошао је и до обрасца за 

израчунавање површине троугла коме су познате све три странице. Овај образац је познат као 

Херонов образац, јер га је Херон Александријски (I век н.е.) широко примењивао у пракси. 

Архимеду се приписује и геометријско решење кубне једначине и квадратуре параболе. Такође 

је изучавао својства спирале, тако да се један вид спирале зове Архимедова спирала. 

Постоје многе легенде о Архимедовим изумима које је конструисао да помогне у 

одбрани свог родног града Сиракузе од опсаде римске војске под руководством генерала 

Марцелуса. Прича се да је Архимед конструисао покретне платформе за испуштање тешког 

камења и кључалог материјала на непријатељске бродове, катапулте различитих домета и друга 

одбрамбена оружја.  
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Такође се прича да је конструисао палеће стакло у облику параболоида, помоћу кога су 

паљени непријатељски бродови. Каснији експерименти су показали да је Архимед, иако не 

можемо са сигурношћу тврдити да је тако запалио римску флоту, ипак био у стању да то и 

учини. Наиме, испоставило се да је могуће запалити чамац на даљини у мору помоћу већег 

броја мањих равних огледала која одбијају сунчево зрачење у једну тачку, а којима 

манипулишу војници (експеримент је извео грчки инжењер и научник Јоанис Сакас 1973. 

године).  

Према једној легенди, Архимед је умро 212. године пре нове ере (у 75. години живота), 

усмрћен мачем неког римског војника у Другом пунском рату, кога је опоменуо да му не квари 

кругове које је цртао на песку. Наводно, последње речи су му биле: „Не дирајте моје кругове“. 

Постоје записи о томе да је његов гроб открио Цицерон 75. године пре нове ере, али да је потом 

поново изгубљен.  

Сачувана Архимедова дела су: О равнотежи у равни, Квадратура параболе, О сфери и 

цилиндру, О спиралама, О коноидама и сфероидама, О телима која пливају, Мерење круга и 

Бројач песка.   

 

Ератостеново премеравање Земље 

 

Ератостен из Кирене је рођен око 276. године пре нове ере у Кирени (данас у Либији). 

Међу савременицима био је познат под надимком Бета, јер су сматрали да је у многим 

областима био други. Изучавао је филологију у Александрији, да би потом боравио у Атини, 

где је учио и од Зенона. Био је постављен 236. године пре нове ере за управника Александријске 

библиотеке. У старости је ослепео и зато што више није могао да чита, извршио је самоубиство 

у Александрији око 196. године пре нове ере.  

Ератостен се бавио многим стварима. Писао је песме, али је био веома успешан и као 

научник. На веома довитљив начин је израчунао обим Земље и основао математичку 

географију. Њему се приписује систем земаљских координата са географским ширинама и 

дужинама, а његова Географија у три тома дала је име овој науци. Први је израдио мапу света 

са географским ширинама и дужинама. 

Као историчар, поставио је основу грчке хронологије у Хронограријама. У астрономији 

је 255. године пре нове ере измислио армиларну сферу и измерио је нагиб еклиптике. У 
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математици је познато Ератостеново сито – метод за одређивање простих бројева међу 

природним бројевима.   

Као песник је био настављач Калимаха; писао је елегије и прозна дела.  

Као писац, оставио је елегију Еригона, потом дело Претварање у звезде (за које је 

касније установљено да га није он написао) и О старој комедији. Познат је по Географији (у 

три тома) и Хронограријама.  

12. Израчунати обим Земље ако растојање између Александрије и Сијене (данас Асуан), 

које леже на истом меридијану, износи 5000 стадиона (1 стадион = 185,5 m). Мерењем 

углова између положаја подневног Сунца и зенита на оба места утврђена је њихова 

разлика f = 7° 30'. Сматрати да су зраци Сунца паралелни (види сл. 2). 

Aleksandrija

Asuan

f

f

                        Сл. 2 

 

Елипса и квадрат 

 

13. Докажите да се ниједан правилан многоугаоник са бројем страна већим него код 

квадрата никад не може уписати у елипсу тако да сва његова темена  леже на елипси 

[17].   
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Појам параболе, елипсе и хиперболе у математику је увео Аполоније из Пергама. Уз 

Архимеда и Еуклида, он је најзначајнији математичар антике. Из поштовања су га звали Велики 

геометар. 

Вероватно је рођен 262. године пре нове ере, а умро је између 200.и 170. године пре нове 

ере, при чему се о његовом животу не зна много. Школовање започиње у Ефесу код Еудема 

Пергамског. Као млад је отишао у Александрију и тамо учио од Еуклидових наследника. 

Његово најзначајније дело је О конусним пресецима, у осам књига, од којих су само четири 

сачуване на грчком, док су следеће три и делови последње познати из арапских превода. 

Познати су и Аполонијеви проблеми, од којих је најпознатији проблем конструкције 

једне кружнице која додирује три кружнице. Због мноштва његових подваријанти, тај проблем 

није разматран у овој збирци задатака, иако би свакако заслуживао да се наведе.   

Нико у доба Грка није могао претпоставити да ће конусни пресеци имати практичну 

вредност. Међутим, после готово два миленијума, у седамнаестом веку, Галилеј је утврдио да 

се пројектили крећу по параболи, а Кеплер је утврдио да су путање планета елипсе. Тако сада 

ове криве имају примену у балистици, ракетној техници и инжењерству.  

Сачувана су Аполонијева дела О конусним пресецима и Односи пресека, а изгубљена су: 

Пресеци површина, Одређени одсеци, Прелазне конструкције, Тангенте, Равне геометријске 

слике, О одређеним односима, О подели ликова у сразмери и О додирујућим круговима.  

 

Хипархова прецесија 

 

Састављајући свој каталог звезда, Хипарх је уочио нешто необично. Имао је податке о 

посматрањима звезда Халдејаца, који су их вршили вековима пре њега. Упоређујући та стара 

посматрања са својим, установио је да је читаво небо било померено у страну. На тај начин је 

био први који је открио и измерио појаву коју је назвао прецесија еквиноција.   

Прецесија је начин кретања осно симетричног тела које ротира. Под спољним утицајем 

тело тетура и оса ротације описује конус. Прецесионо кретање Земље узроковано је 

гравитационом силом Сунца и Месеца, која представља тај спољни утицај. Период окретања 

Земљине осе по том конусу износи приближно 26.000 година.  

14. Израчунати период прецесије ако се звездано небо окрене годишње за 50’’. 
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Хипарх са Родоса је био грчки астроном, математичар и географ. Немамо поузданих 

података о његовом животу. Птоломеј му приписује астрономска посматрања у периоду од 147. 

године пре нове ере до 127. године пре нове ере. На основу анализе његових истраживања 

претпоставља се да се родио око 190. године пре нове ере у Никеји (данашњи Изник у Турској). 

Хипарх је вероватно умро око 120. године пре нове ере на Родосу.  

За своја истраживања користио је информације из Александрије и Вавилона, али се не 

зна поуздано да ли је икада та места и посетио. Његова главна дела су изгубљена, а 

претпоставља се да их је било четрнаест. Остао је само Коментар о Еудоксовим и Аратовим 

појавама.  

Многи Хипарха сматрају највећим античким астрономом. Направио је глобус и сачинио 

звездане карте, а познат је по открићу прецесије Земљиног кретања. Јасно је да је Хипарх (а 

после њега и Птоломеј) имао целовит попис посматрања помрачења кроз многа столећа. Бавио 

се и астрономским прорачунима.  

Као математичар, Хипарх је први установио тригонометријске таблице. Међутим, он је 

користио тетивне функције које показују дужину тетиве за сваки угао, а то у модерној 

терминологији одговара двоструком синусу (касније су синусне таблице настале у Индији, 

премда  нема доказа да су тамо коришћене, а потом су прихваћене и у Европи). Хипарх је своје 

таблице изложио у делу О дужинама унутар круга, које је изгубљено. Познавао је и сферну 

тригонометрију.   

У географији је написао критику рада Ератостена из Кирене, названу Против 

Ератостенове географије, о којој се зна на основу Страбонове критике Хипарха. У том делу 

предлаже побољшање методе за одређивање лонгитуде и латитуде на Земљиној површини. 

Скоро сви његови списи су изгубљени, а о његовом раду сазнајемо преко Птоломеја. 

Сачувано му је само дело Коментар о Еудоксовим и Аратовим појавама. 

 

Херонов образац 

 

15. Странице троугла ABC су a, b и c. Наћи његову површину Р [11].  

Херон Александријски је грчки математичар и инжењер који је живео највероватније 

између 10. и 70. године нове ере у Александрији, у доба римске владавине. Осим списа који му 

се приписују, о њему се ништа не зна. Већина његових радова је изгубљена, док су неки 
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сачувани захваљујући арапским преводима. Неки су тврдили да је његово научно знање слабо и 

да је само сакупљао белешке о ингениозним справама. Ипак, показало се да је он владао 

целокупном математиком свога доба.   

У математици је познат Херонов образац, који одређује површину троугла ако су познате 

дужине свих његових страница. Такође је познавао и обрасце за одређивање висина троугла, 

полупречника описане и уписане кружнице, као и дужина тежишних линија ако су познате све 

три странице троугла. 

Као инжењер, оставио је нацрте „парне машине“ (примитивне турбине у којој пара, 

пуштена кроз две цеви које су постављене у супротним смеровима, узрокује ротацију) и 

ветрењача. Неке од његових идеја потичу од познатог грчког инжењера Ктезибија, па је тако 

описао и ватрогасну пумпу засновану на Ктезибијевој пумпи. Такође, конструисао је 

аутоматска врата на храму која се отварају када се упали ватра пред храмом. Описао је сифоне, 

машину на новчић и мерне инструменте.   

Сачувана су му дела: Пнеуматика, Аутомати, Механика, Метрика, Диоптра, 

Белопоеика, Катоптрика. 

 

Ло Шу – кинески магични квадрат 

 

Магични квадрати су састављени од бројева који имају исти збир по редовима, колонама 

и дијагоналама. У древној Кини је још од давнина био познат магични квадрат 3x3. Према 

једној легенди, тај магични квадрат је откривен у митско доба (око 2.800 година пре нове ере), 

на оклопу корњаче која је изронила из реке Ло. Овај магични квадрат се на кинеском зове Ло 

Шу.  

16. Сачинити магични квадрат величине 3х3.  

Математичар који је у древној Кини проучавао магични квадрат 3x3 био је Џанг Хенг 

(Zhang Heng). Он је био познати кинески астроном, математичар, инжењер, геофизичар и 

сеизмолог из времена династије Хан. Имао је смисла и за литературу и публиковао је више од 

20 књига, а уједно је био и један од водећих сликара свога доба. Рођен је у Нан-Јангу, у 

провинцији Хенан у Кини, 78. године нове ере. Умро је 139. године нове ере. 

Као астроном, он је дао велику мапу сазвежђа, изнео теорију о универзуму и дао 

објашњење за помрачења Месеца. Конструисао је велики глобус који се покретао уз помоћ 
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хидраулике, а који се окретао у складу са дневним кретањем звезданог неба. То је био први 

тродимензионални модел космоса. Сваке године, правећи један пун круг, модел је показивао 

како се мења положај звезда.  

Као математичар, био је познат по одређивању броја π. Поправио је дотадашњу вредност 

броја π са 3 на 3,162. 

Године 132. Џанг Хенг је направио први примитивни сеизмограф – иструмент за 

регистровање и лоцирање земљотреса. То је била бронзана направа величине од око два метра, 

која је у себи имала механизам сачињен од полуга и клатна, са осам змајевих фигура по ободу. 

Јаки сеизмички потреси би ослободили металну куглу из змајевих уста, кугла би пала у уста 

жабе, а правац кретања кугле одговара правцу сеизмичког таласа. Познато је да је овај уређај 

забележио један снажан земљотрес 138. године. Кугла је пала на запад, а после неколико дана 

гласници су донели вест о неколико земљотреса петсто километара западније. Конструисао је и 

одометар, справу за мерење пређеног растојања кочија на точковима.  

 

Птоломејева теорема  

 

17. Доказати да је код тетивног четвороугла збир производа супротних страна једнак 

производу дијагонала [2]. 

Клаудије Птоломеј је грчко-римски астроном, географ и математичар из Александрије 

у римском Египту. Не треба га мешати са египатским краљем Птоломејем. Највероватније је 

рођен 83. године у Тебаиди, а умро је 161. године у Александрији.  

Познат је као утемељивач геоцентричне теорије, према којој се небеска тела окрећу око 

Земље. Захваљујући Аристотеловом ауторитету, та теорија је доминирала готово 1.400 година и 

била је важећа све до појаве Коперникове хелиоцентричне теорије.  

Његов Велики зборник астрономије остао је сачуван на арапском језику и касније је 

преведен на Западу као Алмагест. Много дугује раду Хипарха. У Географији је описао систем 

који одређује географску ширину и дужину и дао карту света. У Оптици се бави основама 

одбијања и преламања светлости, док је Тетрабиблос извор великог дела модерне астрологије.  

Сачувана су следећа дела Клаудија Птоломеја: Алмагест, Географска упутства и 

Тетрабиблос.  
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Диофантов задатак бр. 80 

 

18. Пронаћи два таква броја тако да сума квадрата сваког од њих са другим траженим 

бројем чини потпун квадрат [3].   

Диофант је грчки математичар који је живео око 250. године нове ере, током III и IV 

века. Припада епохи сребрног доба грчке математике. Поједини историчари сматрају да 

Диофант није био Грк и да се његово стваралаштво развијало под утицајем индијске 

математике. Међутим, током епохе Диофанта, индијска математика није давала ништа грчкој 

математици, већ је, напротив, од ње само добијала.  

Његова област деловања била је теорија бројева и решавање једначина. У алгебри је 

употребљавао симболе, операције и разломке, док су пре њега ове величине биле описиване 

речима. Познат је по открићу Диофантових једначина – неодређених једначина са рационалним 

коефицијентима, за које се тражи рационално решење (цели бројеви или разломци). Неодређене 

једначине су оне код којих је број непознатих већи од броја једначина.  

О Диофантовом животу се мало зна. Остао је само натпис на његовом гробу, где је 

постављен задатак који у стиховима даје број година његовог живота: 

Шестину века свог као дете се играо,  

и још половину шестине с брадом момачком је дочекао. 

Усрећи се женом кад превали још седмину, 

с којом после лета пет обрадова се сину. 

Вољени син поживи пола очевог века само, 

и би стргнут оцу судбом која га узе рано. 

Два пута два лета оплакиваше родитељ тугу и очај 

кад и он угледа тегобном животу своме крај. 

По овоме се може закључити да је Диофант живео 84 године, а овај алгебарски натпис на 

његовом гробу сасвим је природан за „оца грчке алгебре“.   

Диофантово сачувано дело је Аритметика (шест поглавља је доспело до нас, док је 

седам поглавља изгубљено). 
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О једном острву у мору 

 

19. Нека су два штапа висине 5 пуа (1 пу ≈ 1,8 m) забијени у земљу и размакнути 1000 пуа. 

Један је ближи удаљеном острву него други. Ако посматрач стоји 123 пуа иза првог 

штапа, он види врх острва у линији са врхом штапа, а ако стоји 127 пуа иза другог, он 

види врх острва у линији са врхом тог другог штапа. Колико је високо острво и колико 

је оно далеко од ближег штапа?  

Независно од Месопотамије, Египта и Грчке, математика се јавља и у древној Кини. У 

појединим областима математике, иако математичка знања нису износили дедуктивно, древни 

Кинези су дошли до резултата пре Европљана. Међутим, због изолованости кинеске 

цивилизације, математичка достигнућа из древне Кине нису имала значајан утицај на развој 

математике у Европи. Многи стари списи у Кини нису сачувани, јер је први кинески цар 213. 

године пре нове ере наредио да се они спале како би спречио утицај конфучијанизма. 

Најпознатија књига старокинеске математике је збирка Девет поглавља вештине 

рачунања из периода династије Хан (од 206. године пре нове ере до 220. године нове ере). Овај 

математички зборник садржи 246 проблема и у древној Кини је играо улогу коју су Еуклидови 

Елементи имали у старој Грчкој. У трећем веку нове ере деловао је познати кинески 

математичар Лију Хуи (Liu Hui). Године 263. он је објавио коментаре и решења математичких 

проблема презентованих у књизи Девет поглавља вештине рачунања. Био је познат по 

решавању задатака у којима треба одредити висину недоступних објеката. Рачунајући 

површину правилног многоугла са 3.072 странице, добио је тачну вредност броја π на пет 

децимала (његов резултат је π = 3,14159).  

 

Задатак о тркачком коњу и раги 

 

20. Један тркачки коњ и једна рага кренули су истовремено из Чанг-ана у државу Ћи, која је 

од Чанг-ана удаљена 3000 лија. Првог дана је тркачки коњ прешао 193 лија, а сваког 

следећег дана је прелазио по 13 лија више. Рага је првог дана прешла 97 лија, а сваког 

следећег дана је прелазила по 
2

1
 лија мање. Тркачки коњ је стигао до државе Ћи и 
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одмах пошао назад, и на неком месту срео рагу. После колико дана су се срели и колико 

су прешли? [4].  

Овај задатак преузет је из поменуте збирке Девет поглавља вештине рачунања. 

 

Кинеске теореме остатка 

 

21. Који је то број који када се подели са 3 даје остатак 2, када се подели са 5 даје остатак 3, 

и када се подели са 7 даје остатак 2? 

Ово је задатак из Математичког приручника Сун Зија. У њему се у једном поглављу 

представља теорија остатка. Његов аутор је Сун Зи (Sun Zi), о коме се ништа није знало већ у 

седмом веку нове ере. На основу анализе текста претпоставља се да је стекао будистичко 

образовање. И датирање текста засновано је само на његовим унутрашњим карактеристикама. 

Сматра се да је ово дело старе кинеске математике настало у периоду између 280. и 473. године 

нове ере.  

 

Башкали рукопис 

 

Индија је још једна земља која је допринела развоју математике и природних наука. 

Древни Индијци су такође познавали Питагорину теорему, међутим, развој њихове математике 

обухвата период који долази после развоја математике у античкој Грчкој. Најстарији сачувани 

рукопис из математике је рукопис Башкали, који је писан на брезовој кори и пронађен је 1881. 

године у истоименом селу у области Пешавар (данашњи Пакистан). Стручњаци претпостављају 

да је настао у III или IV веку нове ере. 

22. Двојица слуга служе краљу. За своје услуге први добија 
6

13
 динара дневно, а други 

2

3
. 

Први слуга већ дугује другом 10 динара. Израчунати када ће имати једнаке суме.  
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Решавање система линеарних једначина 

 

Треба напоменути да су древни Кинези користили данашњи поступак матричних 

трансформација и Гаусов систем елиминације знатно раније него у Европи. За разлику од 

Гауса, који је користио хоризонталну шему, Кинези су имали вертикалну шему. Познавали су 

шематски поступак за решавање линеарних система до пет једначина са пет непознатих. Те 

њихове матрице садрже и негативне бројеве, који се тако први пут појављују у историји 

математике.   

23. Продата су два бивола и пет овнова, а купљено је тринаест свиња, и остало је хиљаду 

новчића. Када су продати три бивола и пет свиња, било је новца да се купи девет овнова. 

Када се прода шест овнова и осам свиња да би се купило пет бивола, недостаје шесто 

новчића. Колико коштају биво, ован и свиња? [4].  

24. Имамо три особе – A, B и C, које имају одређен број новчића. А каже: „Ако узмем 
3

2
 

новчића од B и 
3

1
 новчића од С, имаћу 100 новчића. В каже: „Ако узмем 

3

2
новчића од А 

и 
2

1
новчића од С, имаћу 100 новчића. С каже: „Ако узмем 

3

2
новчића од А и 

3

2
новчића 

од В, имаћу 100 новчића. Колико новчића имају особе А, В и С?  

Овај последњи задатак је узет из Математичког приручника Жанга Ћиучиена, који је 

уврштен у Десет класика кинеске математике. Жанг Ћиучиен (Zhang Qiujian) је рођен око 

430. године нове ере, а умро је око 490. године. О његовом животу се мало зна. Највероватније 

се бавио предавањем математике и није га занимала њена практична примена.  

Текстови из његовог приручника се датирају између 468. и 486. године, а подељени су у 

три поглавља која садрже укупно 92 задатка. Велика пажња у овом приручнику обраћана је на 

рачунање са разломцима.  
 

 

Задатак о лотосу 

 

У древној Индији су веома волели да постављање математичких и логичких задатака 

дају у стиховима. Ево једног таквог задатка: 
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25.   Над језером мирним, пола мере над водом, 

Видео се цвет лотоса. 

Растао је он подједнако и ветар га је таласом 

Нагнуо у страну – и већ 

Није било цвета над водом. 

Нашао је око његово рибар 

На две мере од места где је растао. 

Колико је овде вода језера дубока? 

Теби предлажем питање ја. [3] 

Први у низу великих математичара у Индији класичног периода је Аријабата. Он је 

живео од 476. до 550. године. Место његовог рођења је непознато. Студирао је у граду 

Кусумапутра (данас Патна). Кусамапутра је био један од два истакнута математичка центра у 

Индији. Други центар је био Уџаин. Касније је Аријабата био вођа опсерваторије на 

Универзитету Наланда, 25 km југоисточно од Патне.  

Бируни, персијски филозоф, астроном и математичар који је живео у X и XI веку, 

сматрао је да су постојала два индијска математичара са истим именом која су живела у истом 

веку. Аријабатино најпознатије дело је Аријабатија, које је написао када је имао 23 године 

(499. године). У Аријабатији је, између осталог, дата табела синуса као вредности дужина пола 

тетиве. Термин за пола тетиве на санскриту гласи ардха-јуа, што је Аријабата скратио на јуа. 

Преко арапских превода поменутог дела, ова реч постаје јаиб (у значењу „залив“ или „пећина“), 

док је касније, у XII веку, Герардо из Кремоне овај термин превео на латински као синус.  

Аријабата је у астрономским прорачунима дошао до основа интегралног и 

диференцијалног рачуна и користио је основне диференцијалне једначине. Такође је тврдио да 

је број π несамерљив, што је доказао Ламберт тек 1716. године. Ипак, препоручио је вредност 

за π као 1416,3
20000

62832

20000

104862000



 , што даје тачан резултат за π на четири децимале. 

Аријабата је извео и формулу за збир аритметичке прогресије са почетним чланом a и разликом 

d.  

Његово најпознатије дело је Аријабатија. Није сачувана Арија-сиданта, а Ал-нанф је 

сачуван у арапском преводу.  
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Систем нелинеарних једначина 

 

Древни Кинези су познавали неколико доказа Питагорине теореме, а о особинама 

правоуглих троуглова поседовали су знања неколико векова пре Питагоре. О томе говори текст 

са особинама троуглова из времена пре 1000. године пре нове ере, а ову теорему су 

примењивали приликом решавања задатака. 

26. Одредити странице правоуглог троугла ако су познати његова површина и обим [4]. 

Сличне задатке са правоуглим троуглом, а који се своде на решавање појединих типова 

кубних једначина, решавао је Ванг Сјаотонг (Wang Xsiaotong), који је живео од око 580. до око 

640. године нове ере, током кратке владавине династије Суи (581–618 г.). Мало знамо о 

његовом животу, али је сачувана његова биографија, из које сазнајемо да се рано заинтересовао 

за математику. Проучавао је Девет поглавља вештине рачунања и био импресиониран 

коментарима Лију Хуија. Постао је учитељ математике, а касније је руководио астрономском 

службом. Бавио се и реформом календара. Његово најзначајније дело је Континуитет древне 

математике, које садржи 20 проблема и које је уврштено у Десет класика кинеске 

математике. У појединим задацима нумерички решава неке типове кубне једначине, са 

геометријском интерпретацијом.   

 

Пуњење резервоара 

 

27. У граду Афинаху био је резервоар у који су долазиле три цеви; једна од цеви, највећа, 

напунила би резервоар за један час; друга цев је била тања и напунила би га за два часа, а 

трећа, још тања, напунила би га за три часа. За које време би напуниле резервоар све три 

цеви заједно? [3].  

Познајући решење овог задатка, могуће је правити његове различите варијанте. Ево још 

једног сличног задатка: 

28. Цистерна се равномерно пуни кроз три цеви. При пуњењу кроз прву и другу цев, 

цистерна се напуни за 2 часа, а ако се пуни кроз прву и трећу, напуни се за 3 часа. Ако 

друга и трећа цев напуне цистерну за 4 часа, колико цистерну пуни свака цев?  
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Први задатак потиче из збирке задатака јерменског мудраца Ананија из Ширака. 

Ананије Ширакаци је живео у VII веку нове ере (претпоставља се да је рођен 610, а умро 685. 

године). Математичко образовање је добио од грчких научника у Трапезунду. Био је космолог, 

географ и математичар. Познат је по географском раду Ашхарацујц, у којем је описао Атлантски 

и Индијски океан, као и Каспијско, Црно и Средоземно море, при чему је веома подробно 

описана географија Јерменије и њених суседних земаља.  

Зборник Питања и одговори Ананија из Ширака (у руском преводу објављен је у 

Петрограду 1918) садржи 24 задатка и сви задаци се односе на решавање линеарних једначина 

првог степена. Решење овог задатка добијено је уз претпоставку да се резервоар пуни 

равномерно, тј. да не постоји утицај хидростатичког притиска на притисак воде у цевима које га 

пуне. Ова збирка задатака представља сведочанство о математичким знањима Јермена.  

Јерменски научници су радили у грчким академијама током више стотина година, а 

изучавање математике се у Јерменији продужило и током средњег века. Јермени су преводили 

на свој језик познате грчке математичке радове. Тако је, на пример, скраћено издање 

Еуклидових Елемената постојало 1051. године, готово 500 година пре првог превода његовог 

оригинала у Западној Европи.  

 

Дечја пирамида – кула Ханој 

 

У периоду када је дошло до опадања хеленског света Индија је дала низ веома значајних 

математичара и астронома. Математика је обогаћена новим методама. 

29. Узмимо 8 дрвених или од дебелог картона начињених кругова, чији се пречници 

смањују, и 3 вертикална стубића (сл. 3). Кругови у центру имају отвор и они могу да се 

слажу, почевши од највећег, на један стубић (А). То и јесте дечја пирамида са 8 спратова. 

Ту пирамиду треба са стубића А преместити на стубић V, користећи трећи стубић B као 

помоћни, уз следеће услове:  

 не преносити из једног пута више од једног круга, 

 круг се може преместити или на слободан стубић или на стубић на којем се већ налази 

круг већег пречника, 

 никада не стављати већи круг на стубић преко круга мањег пречника. [6] 
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VBA

 

Сл. 3 

 

Постоји и легенда везана за наведени задатак: ако уместо 8 кругова узмемо 64 круга, 

тада добијамо задатак који је повезан са старо-индијском легендом. Легенда каже да је у граду 

Бенаресу, под куполом главног храма, на оном месту где је „средиште света“, бог Брама 

поставио вертикално на бронзану површину три дијамантска стубића, сваки дугачак лакат и 

дебео као тело пчеле. При стварању света, на један од тих стубића постављена су 64 круга од 

чистог злата, са отвором у средини, тако да су они образовали једну врсту усеченог конуса, 

пошто су њихови пречници ишли у растућем низу од горе ка доле. Свештеници, смењујући 

један другог без прекида и дању и ноћу, старају се о томе да преносе кругове са првог стубића 

на трећи, користећи други као помоћни, при чему се морају придржавати услова, то јест: 

1.) не преносити одједанпут више од једног круга, 

2.) преместити круг или на стубић који је у том тренутку слободан, или на већ пренети круг 

већег пречника. 

Када буду испунили све те услове, свештеници ће пренети 64 круга са првог стубића на 

трећи и наступиће крај света.  

30. Израчунати колико времена треба свештеницима за премештање 64 круга ако утроше 

секунду за једно премештање? 

Други у низу великих математичара и астронома древне Индије је Брамагупта. Он је 

рођен 598. године у Бинмалу у Раџастану, а умро је 668. године. Био је управник астрономске 

опсерваторије у Уџаину. Његове главне области деловања биле су алгебра, аритметика, 

тригонометрија и астрономија.  
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Брамагупта даје решење опште квадратне једначине, у аритметици дефинише операције 

са разломцима, а битна одлика његове аритметике је та да нулу третира као број. У геометрији 

је позната Брамагуптина формула слична Хероновом обрасцу, која се користи за површину 

уписаног конвексног четвороугла. Та формула је општији случај Хероновог обрасца (који се 

добија за d = 0): 

       ,dscsbsasP 
 

.
2

dcba
s


  

Брамагупта је први дао опште решење (изражено у целим бројевима) линеарне 

Диофантове једначине  

,cbyax 
 

где су a, b и c цели бројеви. Његов метод је назван кутака. 

Tакође, Брамагупта користи и интерполационе формуле за одређивање приближних 

вредности функција: 

   
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


 
  

где је  

.110  xh  

Писао је математичке и астрономске текстове: Брамаспутасиданта (или Сиданта, 

издата 628. г.), Кадамекела (624. г.), Дуркеминарда (672. г.) и Кандакадјака (665. г.).  

 

Решења квадратне једначине 

 

31. Наћи решења квадратне једначине .02  cbxax  

Мухамед ал Хорезми је познати арапски или персијски математичар и астроном из IX 

века. Родио се око 780. године у Хорезмији (данас Узбекистан), а умро је око 850. године.  Мало 

се зна о његовом животу. Живео је и радио у Багдадском калифату и био члан Багдадске 

академије наука (Куће мудрости, коју је основао највероватније калиф Харун ал Рашид, или 

можда његов син Ал Мамун). Бавио се математиком, астрономијом, астрологијом и 

географијом. Упознао је хинду систем писања бројева преко Сиданте, књиге индијског 
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математичара Брамагупте. Написао је књигу Алгебра (на арапском Ал Џабр, одакле потиче 

термин алгебра).  

Увео је квадратне једначине, мада их је описао речима и није користио алгебарске 

симболе, као и метод пребацивања негативних бројева на супротну страну. Такође, написао је и 

текст Рачунање индијским бројкама, где је описао индијску нотацију. Касније је ова књига 

преведена на латински, где је име Ал Хорезмија означено као Алгоритам. Од тада се и реч 

алгоритам употребљава као поступак рачунања са новим бројкама, сада већ названим 

арапским. Нејасно је да ли је Ал Хорезми био упознат са Еуклидовим радовима, без обзира на 

чињеницу да је један од његових колега у Кући мудрости превео Елементе на арапски.  

 

Трговци и врећа новца 

 

32. Три трговца су нашла врећу новца на путу. Први трговац рече: „Ако ја узмем кесу, 

имаћу два пута више новца него вас двојица заједно.“ „Дај ми врећу и имаћу три пута 

више него ви.“ – рече други трговац. А трећи рече: „Имаћу пуно више него ви ако 

узмем врећу новца. Имаћу пет пута више него вас двојица заједно.“ Колико је новца 

било у врећи? Колико новца је имао сваки трговац? 

Ово је задатак индијског математичара Махавире, припадника Џаина религије. 

Махавира је радио у Мисореу у јужној Индији, у школи математике. Вероватно је рођен у 

близини Мисореа око 800. године, а претпоставља се да је умро око 870. године у Индији. Нема 

других биографских података о њему.  

Једина његова позната књига је Ганита Сара Самграха, која садржи девет поглавља и 

датира се у 850. годину, а обликована је као дорађена Брамагуптина књига. Осим тога, помиње 

се и шест других радова за које заслуге има Махавира. Бавио се елементарном математиком; 

познат је по тумачењу својства нуле и негативних бројева.  

 

Ал Карађијев задатак 

 

33. Доказати да је   .109...321109...321 333332
  
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Ал Карађи је арапско име познатог математичара из Багдада. Родио се 13. априла 953. 

године, вероватно у Каракху, предграђу Багдада, где је и провео већи део живота, а постоје 

претпоставке да је име добио и према граду Карађу у Персији, одакле је такође могуће да води 

порекло. Умро је око 1029. године.   

Написао је књигу из алгебре Ал Факхри, коју је посветио владару града и написао ју је у 

Багдаду. Сматра се првом особом која је потпуно ослободила алгебру од геометријских 

операција и заменила их аритметичким. Први је дефинисао мономе: x, x2, x3, … и x-1, x-2, x-3, … 

Код њега се могу наћи и зачеци принципа математичке индукције. Бавио се биномном 

формулом, Паскаловим троуглом и Диофантовим проблемима.  

Међутим, касније, Ал Карађи напушта Багдад како би отишао у планинске области, 

напушта математички рад и концентрише се на инжењерске радове – бушење бунара.  

 

Алхазенов задатак 

 

34. Пронаћи природни број који је дељив са 7, а приликом дељења са 2, 3, 4, 5 и 6 даје 

остатак 1 [3].  

Абу Али Ибн ал Хајтам је у Западној Европи познат по латинизованом имену Алхазен. 

Рођен је 965. године, највероватније у Басри, у Персији (данашњи Ирак). Према његовој 

аутобиографији написаној 1027. године, не можемо много закључити о његовом животу, јер се 

она концентрише на његов интелектуални рад. Умро је у Каиру 1040. године, у својој 74. 

години.  

Живео је у Египту у време династије Фатимида, која је владала Северном Африком, а 

Каиро је био главни град њихове државе. Алхазен је у млађим годинама вероватно руководио 

Басром, али је онда одлучио да се посвети науци. Разочаран религијом, почиње да чита радове 

Аристотела. На тај начин је сву своју енергију усмерио на математику, физику и друге науке. 

Већ у Басри стиче репутацију научника.  

Пошто је у Каиру калиф Ал Хаким желео да обнови багдадску Кућу мудрости, сакупио 

је астрономске инструменте и подигао библиотеку. Позвао је Алхазена у Египат да регулише 

ток Нила. У том послу Алхазен није имао успеха, па је потом почео да ради административне 

послове. После смрти Ал Хакима, Алхазен почиње да глуми умну поремећеност. Издржавао се 

преписивањем текстова. 
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Алхазенове заслуге у науци везане су за његово изучавање оптике. Радио је са сферним 

огледалима, мрачном комором, установио је коначност брзине светлости и дао објашњење 

појаве сумрака као последице рефракције светлости. У механици је разложио брзину тела на 

две узајамно нормалне компоненте. Дао је допринос теорији бројева у математици.  

 

Бирунијево израчунавање закривљености Земље 

 

Слично као кинески математичар Лију Хуи, висину планина одређивао је и персијски 

математичар и астроном Бируни, али за разлику од њега, Бируни није користио штапове него 

прецизни астролаб за одређивање углова под којим се види врх планине. Међутим, Бируни је 

отишао и корак даље успевши да веома прецизно одреди закривљеност Земље, односно њен 

полупречник. 

35. Израчунати радијус Земље, ако мерењем израчунамо висину планине, а са врха 

планине се хоризонт види под углом  А
3
.  

Абу Рајхан Бируни је персијски астроном, математичар, физичар, географ и филозоф. 

Рођен је 4. септембра 973. године у Кјату, главном граду Хорезмије (данас Узбекистан). Умро је 

11. децембра 1048. године у Газнију, у Авганистану, где је и сахрањен.   

Астрономијом је почео да се бави са 17 година, када је измерио подневну висину Сунца 

помоћу прстенастог инструмента. У периоду око 995. године конструисао је глобус пречника 5 

метара. Студирао је језике, исламско право и многе друге научне области.  

Један је од најважнијих енциклопедиста свога времена. Око 1000. године завршава рад 

на Хронологији, свом првом значајнијем делу. Иако је био веома богат, бавио се многим 

научним дисциплинама. Имао је филозофску преписку са Ибн Сином (Авиценом), са којим се 

касније и упознао током боравка у Гурганџу.  

Путовао је у Индију између 1022. и 1024. године због научних истраживања. Тамо је 

изучавао језик, религију и филозофију. Близу тврђаве Нандна у Пенџабу измерио је радијус 

Земље. Године 1025. завршава рад на Геодезији. У периоду од 1025. до 1030. објављује више 

трактата о астрономији и математици, а 1030. године завршава своју књигу Индија. Тако је 

постао први муслиман који је изучавао Индију. Од 1031. до 1036. године ради на Канону 

Масуда, а 1037. године предаје први примерак овог дела султану Масуду. Пред крај живота, 

1048. године, завршава рад на Минералогији, а отприлике у исто време пише и Фармакогнозију. 
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У Минералогији, користећи Архимедов рад О пливајућим телима, Бируни је одредио читав низ 

специфичних тежина за велики број метала и драгог камења.  

 

Арапски задатак 

 

36. Лисица се налази на 36 својих корака испред пса; када пас начини 4 скока, лисица их 

начини 5, али 7 скокова пса је једнако као 11 скокова лисице. Колико ће скокова 

начинити лисица док је пас не стигне? [3]. 

Иако овај задатак није директно везан за његово име, треба нешто да кажемо и о 

познатом персијском песнику и математичару Омару Хајаму. Он је рођен у Нишапуру 18. маја 

1048. године, а умро је 4. децембра 1131. године у Хорасану. Омар Хајам је био један од 

најбољих математичара и астронома у средњовековном периоду. Године 1070. пише трактат О 

демонстрацији проблема алгебре, у коме је дао поступак за налажење решења свих реалних 

корена једначине трећег степена, а користио је аналогију са конусним пресецима – параболом и 

хиперболом. Ипак, Хајам је много познатији као аутор филозофске поезије у четири стиха, 

познате као Рубаије. Сахрањен је у Нишапуру, где његов гроб-маузолеј представља ремек-дело 

иранске архитектуре. 

За задатак који следи решење је дао Омар Хајам. 

37. Наћи правоугли троугао тако да је хипотенуза једнака суми једног крака и висине на 

хипотенузу. 

 

Синус збира углова 

 

38. Доказати да је   .sincoscossinsin    

Баскара II је водећи индијски математичар XII века. Рођен је у Виџадавиди (Биџапуру) 

1114. године, а умро је у Уџаину 1185. године. Био је шеф астрономске опсерваторије у Уџаину, 

исто као и Брамагупта. Први је схватио да дељење нулом да је бесконачно и дао је модерну 

конвенцију знакова (минус и минус дају плус). Такође је дао и формулу за синус збира углова. 

Најзначајнија његова дела су Лилавати (аритметика), Бијаганита (алгебра) и Сиданта 

Схиромани (о сферама и о математици планета).  
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Постоји легенда о књизи Лилавати. Наиме, астролози су предвидели да се Баскарина 

кћи Лилавати неће никад удати. Баскара, који се бавио и астрологијом, прорекао је срећни 

тренутак за њену удају, који ће пасти у одређени сат одређеног дана. Тог дана је у суд са водом 

поставио водени сат – пехар са малом рупом на дну, који је плутао. Вода би пунила пехар и он 

би потонуо тачно за један сат. Нешто пре истека пуног сата, нестрпљива и радознала Лилавати 

нагла се да погледа ниво воде у пехару. Том приликом је један бисер са њене мараме пао у 

пехар и делимично затворио рупу у њему, успоравајући доток воде. Жељени сат је тако истекао 

без потапања пехара и срећни моменат је прошао неопажен од Лиливати, која је била осуђена 

да се никада не уда. Како би утешио своју несрећну ћерку, Баскара јој је обећао да ће написати 

књигу: „Написаћу књигу о твом имену која ће остати за вечита времена; добро име је исто што 

и нови живот и припрема за вечно постојање.“  

39. Током састанка Лилавати са љубљеним, њој се покидала ниска са бисерима. Једна 

шестина бисера је испала, петина је остала на нити, трећину је спасла Лилавати, 

десетину је узео за себе вољени и, поред тога, остало је шест бисера. Колико је укупно 

бисера било на нити? 

40. Решити једначину: 

.99994002 24  xxx [3] 

 

Фибоначијеви зечеви 

 

41. Нека човек стави пар зечева на место окружено зидовима са свих страна. Колико парова 

зечева ће настати након годину дана ако се претпоставља да сваких месец дана један пар 

роди нови пар, који другог месеца постаје зрео за репродукцију? 

Италијански математичар Леонардо из Пизе, познатији као Фибоначи, родио се око 

1170. године у Пизи, у којој је умро око 1250. године. 

Његов отац Боначи био је трговац и конзул у Алжиру, и млади Леонардо (као син 

Боначија добио је име Фибоначи) му је помагао на путовањима по Египту, Сирији, Грчкој, 

Сицилији и Северној Африци. Младог Фибоначија је од 12. године подучавао арапски 

математичар. Тако је упознао арапски и индијски бројни систем. Са путовања се вратио у Пизу 

око 1200. године.   
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Фибоначи је написао Књигу о абаку (Liber abaci) 1202. године, у којој је примењивао 

индоарапски систем бројева, а која представља прву књигу из математике у Западној Европи 

после античке Грчке. Познат је по Фибоначијевом низу, који је објашњен у претходном задатку, 

где се чланови низа добијају као збир претходна два члана. Овај низ има примене у биологији. 

Бавио се и Диофантовим једначинама другог реда.  

Фибоначија је занимала  практична страна математике и рачунања, те се у његовим 

радовима могу пронаћи израчунавања профита у различитим новчаним јединицама које су тада 

биле у оптицају у Медитерану.  

Сматра се да је у периоду након грчког математичара Диофанта, па све до појаве 

француског математичара Ферме у седамнаестом веку, Фибоначи дао највећи допринос теорији 

бројева. Он има и огромне заслуге за увођење индоарапских метода и бројева у свакодневни 

живот.  

Сачувана Фибоначијева дела су: Liber abaci, Practica geometriae, Flos, Liber quadratorum.  

 

Пречник града 

 

42. Град је округлог облика и има четири капије окренуте према странама света. Особа А 

креће са западне капије на југ и прелази 480 пуа. Особа В креће са источне капије на 

исток и када пређе 16 пуа, може да угледа особу А. Одредити пречник града.  

Ово је задатак из збирке Морско огледало мерења круга, кинеског математичара Ли 

Жија. Ли Жи (Li Zhi) или Ли Је рођен је 1192. године у Луанг-ченгу. Добио је државну службу 

1230. године, када је положио испит за мандарина. Дао је допринос решавању полиномних 

једначина једне варијабле. У својој збирци задатака Морско огледало мерења круга, објављеној 

1248. године, представља 170 проблема базираних на геометријским дијаграмима. 

Године 1257. Ли Жи се сусреће са Кублај Каном, а од 1264. године учествује у писању 

званичне историје. Умире 1279. године, у својој 87. години, саопштавајући сину да спали све 

његове списе, осим његовог математичког рада.    
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Синусна теорема 

 

43. Доказати да је ,2
sinsinsin

R
cba




 где су a, b и c странице наспрам углова α, β и γ 

троугла АВС, а R полупречник описаног круга.  

Насир ал Дин ал Туси је персијски математичар и астроном рођен 18. фебруара 1201. 

године у Тусу, данашњи Иран. Умро је 26. јуна 1274. године у близини Багдада.  

Његов отац је радио у шиитској верској школи, па је и Ал Туси добио углавном 

религиозно образовање. Међутим, његов ујак га је подучавао логици, физици, а нарочито 

алгебри и геометрији. Са тринаест година, пред најездом Монгола, Ал Туси одлази у оближњи 

Нишапур, где довршава своје образовање и учи медицину, математику и филозофију.  

После пада Багдада у руке Монгола, Ал Туси добија понуду да оснује опсерваторију у 

Мараџеху у Азербејџану, која отпочиње са радом 1262. године. У тој опсерваторији заједно су 

радили персијски и кинески астрономи. Овде Ал Туси конструише неке астрономске 

инструменте, међу којима и велики квадрант од бакра, величине четири метра. Опсерваторија је 

имала и значајну библиотеку. Ал Туси приређује таблице планетарних кретања и пише 

коментаре Птоломеја, Еуклида, Аристарха, Аполонија и Архимеда. Мерио је и прецесију. 

Коментаре Птоломејевог Алмагеста пише 1247. године. У његовим радовима везаним за 

раванску и сферну тригонометрију појављује се и синусна теорема. Бавио се и минералогијом, 

медицином, филозофијом и етиком. Оставио је за собом бројне ученике. 

 

Задатак о наранџама 

 

44. 100 новчића коштају наранџе из Вензхоуа, зелене наранџе и златне наранџе, укупно њих 

100. Ако наранџа из Вензхоуа кошта 7 новчића, зелена наранџа 3 новчића, а 3 златне 

наранџе 1 новчић, колико ће наранџи од све три врсте моћи да се купи?   

Ово је задатак кинеског математичара из XIII века, Јанг Хуиа. Јанг Хуи (Yang Hui) је 

рођен око 1238. године у Хангџоу, а умро је око 1298. године. Мало се зна о његовом животу. 

Написао је 1261. године Детаљну анализу математичких правила књиге Девет поглавља 

вештине рачунања. Детаљна анализа садржи дванаест поглавља и представља проширење 
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именоване књиге. Јанг Хуи се занимао и за магичне квадрате и магичне кругове. Сачинио је 

магичне квадрате све до броја n = 10.  

 

Златни пресек или „божанска пропорција“ 

 

45. Одредити односе делова дужи тако да се њен већи део према мањем односи као цела 

дуж према њеном већем делу. 

Нови узлет математике дешава се у Европи током епохе ренесансе, када се јавља 

интересовање за оживљавање античких знања. Иако су појам златног пресека познавали још и 

стари Грци, математичар који се бавио овим проблемом био је Лука Пачоли. Он је 1509. 

године објавио књигу Божанствена пропорција. Први део књиге се односио на златни пресек, а 

други део се односио на његове примене у архитектури. Илустрације за Пачолијеву књигу 

насликао је Леонардо да Винчи (1452–1519), који је и сам примењивао златни пресек у 

сликарству. У овој књизи Пачоли је успео да докаже да је τ полупречник круга описаног око 

правилног десетоугла ивице 1.   

Лука Пачоли (Luca Pacioli) је рођен 1445. године у месту Борго Сансеполкро у Тоскани, 

у Италији. Зато је познат и као Лука ди Борго. Сматра се оцем модерног рачуноводства. Био је 

фрањевачки фратар и предавач математике у Перуђи и Милану, где је предавао и Леонарду да 

Винчију. Написао је неколико књига из математике: Расправа о аритметици, Summa de 

arithmetica, geometria, proportioni i proportionalita, Di divina proportione, а превео је и Еуклидове 

Елементе на латински 1509. године. Умро је 1517. године, највероватније у родној Тоскани.  

Леонардо да Винчи (Leonardo da Vinci) је ренесансни геније који је био великан у 

многим областима свога деловања. Био је сликар, вајар, архитекта, инжењер, а бавио се и 

медицином. Изнео је тврдњу да се не може направити мотор или машина која би се вечно 

покретала. У сликарству је познат по примени перспективе, а велику заслугу за то има и 

изучавање златног пресека код математичара Пачолија.  
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Коперниково објашњење петљи које праве спољне планете 

 

46. На небеској сфери планете Марс, Јупитер и Сатурн врше ретроградно кретање (кретање 

у супротном смеру од осталих тела у систему). Зашто? 

Никола Коперник (Nicolaus Copernicus) је пољски астроном који је познат по 

хелиоцентричном систему који је предложио, а у коме се Земља и планете окрећу око Сунца, 

уместо дотад општеприхваћеног геоцентричног система, у коме је Земља сматрана центром 

Универзума. Ипак, први који је осмислио хелиоцентрични систем био је грчки математичар и 

астроном Аристарх са Самоса, који је живео готово 1.800 година пре Коперника. Међутим, 

Аристархово учење је било заборављено, тако да је Коперник заправо био први који је 

хелиоцентрични систем утемељено бранио.  

Коперник је рођен је 19. фебруара 1473. године у Торуњу у Пољској, а умро је 24. маја 

1543. године у Фромборку. Од 1491. до 1494. године студирао је теологију, математику, 

медицину и астрономију у Кракову, а од 1496. до 1504. године студирао је црквено право, 

астрономију и медицину у Италији, на универзитетима у Болоњи и Падови. После тога је до 

1512. године био лекар свом ујаку, вармијском бискупу, а онда је до краја живота био 

свештеник у Фромборку, у Јагелонској Пољској.  

Своје прелиминарне идеје о хелиоцентричном систему Коперник је изнео у кратком 

рукопису 1514. године, који је кружио међу његовим пријатељима. Наставио је да развија ову 

теорију током следећих 30 година. Написао је дело О кружењу небеских тела, које је објављено 

1543. године у Нирнбергу, непосредно пред његову смрт, иако је било довршено још 1530. 

године. Сам Коперник је можда видео ову књигу на дан своје смрти. Ово дело представља 

прекретницу у астрономији, а Католичка црква га је ставила на списак забрањених књига у 

периоду од 1616. до 1835. године. Касније су Коперникове кружне путање око Сунца замењене 

елиптичним путањама (Кеплер, 1609. године).  

Главно Коперниково дело је О кружењу небеских тела. 

 

Карданова формула 

 

47. Наћи решење једначине трећег степена у општем облику: 
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.033 23  dxcxbxa   

Ђироламо Кардано (Girolamo Cardano) је био италијански лекар, математичар, физичар, 

астроном, али је био и коцкар. Рођен је 24. септембра 1501. године у Павији, а умро је 21. 

септембра 1576. године у Риму. Био је прави ренесансни човек. У свом делу Арс Магна објавио 

је 1545. године формулу за решење кубне једначине. Треба истаћи да су поједини италијански 

математичари и пре Кардана вероватно знали да реше кубну једначину. Наиме, тада су у 

Италији били популарни двобоји математичара који су једни другима задавали задатке. Неки су 

своје формуле чували у тајности, нису их објављивали и не зна се када су тачно дошли до 

решења. Када је Кардано публиковао Арс Магну, Николо Фонтана Тартаља (Niccolo Fontana 

Tartaglia, 1500–1577) је сматрао да су објављена решења до којих је он дошао. Према неким 

изворима, кубну једначину је први решио Сципион дел Феро (Scipione del Ferro, 1465–1526), 

професор Универзитета у Болоњи, који је на самртничкој постељи оставио њено решење једном 

од својих ученика – Антонију Марији Фиори. Тог ученика Тартаља је често побеђивао у 

математичким дуелима, те није јасна свеобухватност Фероовог решења. Тартаља је свој метод 

чувао у тајности. Ипак, Карданова Арс Магна садржи први резултат из математике који нису 

познавали стари Грци. 

 

Вијоове формуле 

 

48. Доказати да су a, b и c одговарајући корени једначине  

0)()( 23  abcxbcacabxcbax  [2]. 

Франсоа Вијо (Francois Viete) је био француски математичар. Знатно је допринео раном 

развоју алгебре. Рођен је у Фонтне ле Конту 1540. године, а умро је у Паризу 13. фебруара 1603. 

године. Студирао је права и био адвокат.  

Током боравка у Туру 1589. године дешифровао је кључ шпанске шифре. Као имућан 

човек штампао је своје списе. Често га називају оцем модерне алгебре. Познате су у алгебри 

Вијоове формуле, које представљају везу између нула полинома и његових коефицијената. 

Вијоова сакупљена дела штампана су у Лајдену 1646. године као Опера Математика.  
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Галилејев слободни пад 

 

49. Одредити крајњу брзину тела приликом удара о земљу, а које слободно пада са висине 

h. Тело код слободног пада креће из стања мировања. Показати да време падања тела 

различитих тежина не зависи од њихове тежине (масе).  

Први који је експериментално одредио зависност пређеног пута и брзине у времену 

приликом слободног пада био је италијански научник Галилео Галилеј. То су били његови 

легендарни опити, када је са врха Кривог торња у Пизи бацао металне куглице различитих 

тежина. Тиме је утврдио да тела различитих маса падају на земљу истом брзином и у истом 

тренутку. 

Галилео Галилеј (Galileo Galilei) је рођен 15. фебруара 1564. године у Пизи. Умро је у 

Фиренци, у 77. години, 8. јануара 1642. године. Био је италијански астроном, физичар, 

математичар и филозоф, чија истраживања чине темеље модерне механике и физике. Студирао 

је на Универзитету у Пизи од 1581. до 1585. године. После тога је провео неко време на 

фирентинској Академији. На Универзитету у Падови предавао је математику од 1592. до 1610. 

године, а потом је радио код тосканског војводе.  

Конструисао је телескоп 1610. године и први га користио за астрономска посматрања. 

Открио је и проучавао Сунчеве пеге и Месечеве планине. Исте године је објавио и своја 

запажања о Јупитеровим сателитима као аргумент у прилог Коперниковом хелиоцентричном 

систему, због чега му је римокатоличка црква 1616. године забранила да предаје и износи своје 

идеје о хелиоцентричном систему. Ипак, у Фиренци 1632. године објављује дело Дијалог о два 

система света, због кога га инквизиција 1633. године одводи у Рим, где се Галилеј под 

претњама одриче свог учења. Наводно, у тренутку своје смрти промрмљао је: „Ипак се креће!“.  

Галилејево друго дело Дијалози о две нове науке објашњава физику и механику у новом 

светлу, те се овај научник сматра оснивачем класичне физике и механике, при чему је увео 

експеримент у физику. 

Најзначајнија Галилејева дела су Дијалог о два система света и Дијалози о две нове 

науке. 
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Кеплерови закони и жижа елипсе 

 

50. Одредити једначину елипсе чије су жиже )0,5(2,1 F , а дужина мале осе износи 24. 

Јохан Кеплер (Johannes Kepler) је био немачки астроном и физичар. Рођен је 27. 

децембра 1571. године у Вајлу у Немачкој. Кеплер је умро у Регенсбургу 15. новембра 1630. 

године.  

Кеплер је био протестант. После завршене богословске школе студира филозофију на 

факултету у Тибингену. Ту чита и јавно брани Коперникове ставове о хелиоцентричном 

систему. Потом постаје професор математике у Грацу. Почео је да се бави астрологијом, што му 

доноси финансијске користи.  

Због прогона протестаната напушта Грац и одлази у Праг 1600. године, где се 

придружује  данском астроному Тихо Брахеу. Ту добија задатак да утврди путању Марса. Тихо 

Брахе је умро 1601. године и оставио Кеплеру резултате својих дугогодишњих астрономских 

посматрања. Пошто Брахеова осматрања није могао да усклади са кружним путањама, 1609. 

године Кеплер формулише два од три своја закона:  

1. Планете се крећу по елипсама са Сунцем у једној жижи, 

2. Површине које описују радијус-вектори планета сразмерне су времену за које их 

описују.  

Потом се сели у Линц 1611. године, где формулише и трећи Кеплеров закон: 

3. Квадрати планетарних периода сразмерни су кубовима њихових средњих растојања од 

Сунца.  

Ова три закона пружају добру основу за сва будућа проучавања Сунчевог система. 

Главна Кеплерова дела су Нова астрономија (Astronomia nova) и Хармонија света 

(Harmonices mundi). 

 

Декартов задатак  

 

51. Решити следећу једначину: 0120106194 234  xxxx  [2]. 

Рене Декарт (Rene Descartes), познат и као Картезијус, француски је филозоф и 

математичар. Рођен је у Француској 31. марта 1596. године, а умро је 11. фебруара 1650. године 
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у Шведској. Његово најпознатије дело је Геометрија, којим су постављене основе аналитичке 

геометрије. Зачетник је рационализма као филозофског правца и чувено је његово гесло: 

„Сумњам, дакле постојим.“ Декарт има доминантно место у обликовању модерне филозофије. 

У језуитској школи је изучавао логику, математику и Аристотела, а због проблема са 

здрављем добио је дозволу да устаје у једанаест сати ујутру. На Универзитету у Поатјеу 

дипломира права 1616. године, после чега у војној школи у Бреди, у Холандији, изучава 

математику и механику.    

Служио је као војник у Холандији, Чешкој и Мађарској. Боравио је у Немачкој и 

Француској, да би се потом скрасио у Холандији, где проводи двадесет година. На позив 

шведске краљице Кристине, ради подучавања филозофије, одлази у Стокхолм 1649. године. 

Услед хладне климе умире од запаљења плућа 1650. године, само пет месеци по доласку у 

Шведску.  

Декарт у свом делу Геометрија приказује геометријске фигуре помоћу алгебарских 

једначина и тако повезује алгебру и геометрију. Измислио је Декартов координатни систем и 

увео означавање константи са a, b, c… и променљивих са x, y, z… Такође, уводи експоненте x2, 

x3… 

Његови методи су довели до огромних промена у математичкој мисли.  

Поред поменутог значајног дела Геометрија, написао је и филозофско дело Медитације 

1644. године.  

 

Фермаови задаци 

 

52. Израчунати збир четвртих степена првих n бројева природног низа: 

4444

4 321 nS      [2]. 

53. На пречнику AB полукруга ANB постављен је правоугаоник чија је ширина AC једнака 

страни квадрата уписаног у кругу. Спојимо ли темена C и D са произвољном тачком N 

полукружнице правама CN и DN, које пречник секу у тачкама E и L, онда је   

.222 ABBEAL   

Доказати [2]. 
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Пјер де Ферма (Pierre de Fermat) је био француски математичар и правник, рођен 17. 

августа 1601. године. Студирао је право на универзитетима у Тулузу, Орлеану и Бордоу. Као 

математичар дао је изузетан и значајан допринос теорији бројева, аналитичкој геометрији и 

вероватноћи.  

Де Ферма је познат као „принц аматера“, јер је као владин службеник нашао времена да 

развија своје вештине као лингвиста, песник-аматер и, што је најзначајније, као математичар-

аматер. Након 1652. године, када умало није подлегао куги, највише свог времена посветио је 

математици. Његови резултати су познати захваљујући писмима упућеним пријатељима, као и 

белешкама на маргинама.  

Познат је по Великој Фермаовој теореми или Последњој Фермаовој теореми, која каже 

да једначина 
NNN zyx   нема целобројних решења за N> 2, осим оних тривијалних са 0 и 1. 

Када је Ферма преминуо 12. јануара 1665. године, у његовој заоставштини је на маргини 

Диофантове књиге Аритметика пронађен запис у коме он каже да је пронашао елегантан доказ 

за ово тврђење, али да су маргине дате књиге сувише мале да би доказ извео на њима. Наредних 

триста година, математичари широм света су покушавали да нађу доказ за ову теорему и у томе 

су успели тек крајем 20. века. Проблем је решен уз употребу „тешке артиљерије“ из теорије 

алгебарских кривих и теорије група. Велику Фермаову теорему доказао је Ендрју Вајлс 1993. 

године, али се испоставило да је његов доказ имао неколико слабости, па је Вајлс уз помоћ 

колеге Ричарда Тејлора те слабости отконио и доказ је коначно објављен 1995. године.   

 

Почеци теорије вероватноће 

 

54. Два играча су уложила једнаке суме новца, уз услов да онај који, бацајући коцку, први 

оствари одређени број победа узима цео улог. Међутим, због неких околности, игра се 

није могла завршити, па је прекинута у часу када је првом играчу била потребна још 

само једна победа, а другом – две победе. Како ће ова два играча поделити улог? [7].  

Француски математичар, филозоф и физичар Блез Паскал (Blaise Pascal) родио се 19. 

јуна 1623. године у Клермон-Феран, а умро је 19. августа 1662. године.  

Још као дете показивао је таленат за математику. У двадесетој години проналази прву 

рачунску машину, која може да обавља основне рачунске радње. У пројективној геометрији 

позната је Паскалова теорема или Паскалов шестоугао, где се тврди да тачке пресека три пара 
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наспрамних страница шестоугла уписаног у конусни пресек (кружницу, елипсу, хиперболу или 

параболу) припадају истој правој. 

У његовом делу О карактеру дељивости бројева налази се општи критеријум дељивости 

целих бројева, а у делу Расправа о аритметичком троуглу Паскал поставља основе теорије 

вероватноће и даје неке теореме комбинаторике. Тај аритметички троугао који одређује 

коефицијенте растављања бинома, чији је степен природни број, познат је као Паскалов 

троугао. Међутим, Паскалов троугао су познавали Кинези још шест векова пре Паскала 

(кинески математичар Јиа Хсиан, који је живео од око 1010. до око 1070. године). У Кини се 

Паскалов троугао назива Јанг Хуијев троугао, а према математичару Јанг Хуију који га је 

користио. Такође, постоје докази и да је персијски астроном Омар Хајам знао за овај троугао, 

као и други арапски математичари.   

У области физике значајан је Паскалов принцип хидростатике о једнаком ширењу 

притиска у течности на све стране. Паскал је написао и дело Мисли, објављено 1670. године.  

 

Осцилаторно кретање и математичко клатно 

 

Кретање које се понавља у одређеном временском периоду назива се периодично или 

осцилаторно кретање. Математичко клатно је осцилаторни систем који се састоји од 

неистегљиве нити занемарљиве масе, на коју је обешена куглица димензија занемарљивих у 

односу на дужину нити и знатно веће масе од масе нити, која осцилује под утицајем Земљине 

теже.   

55. Одредити период осциловања математичког клатна дужине L. 

Кристијан Хајгенс (Christiaan Huygens) је био холандски математичар, физичар и 

астроном. Рођен је 14. априла 1629. године у Хагу, у Холандији, где је и умро је 8. јула 1695. 

године. Потиче из имућне породице, јер му је отац Константин Хајгенс био дипломата. 

Студирао је права на Универзитету у Лајдену и Бреди. Постао је члан Краљевског друштва 

1663. године, а у Француској академији наука ради од 1666. године, када се сели у Париз.  

Хајгенс је предложио таласну теорију светлости, открио је Сатурнове прстенове, увео је 

сат са клатном и радио на динамичкој теорији и на сложеном клатну. Сатурнове прстенове 

открио је 1655. године користећи телескоп кућне израде. Такође је открио и Титан, Сатурнов 

највећи сателит. Иако је Галилеј открио константност периода клатна, Хајгенс је показао да за 
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мале покрете важи једнакост која је добијена у претходно наведеном задатку. Своју теорију о 

таласној природи светлости изнео је 1678. године. Захваљујући томе, био је најутицајнији 

физичар друге половине 17. века после Њутна. На наговор Блеза Паскала написао је 1657. 

године прву књигу о теорији вероватноће.  

  

Њутнови волови 

 

56. Три ливаде, покривене једнако густом травом која једнако брзо расте, имају површину 

3

1
3  хектара, 10 хектара и 24 хектара. Прва исхрани 12 волова за 4 недеље, а друга 

исхрани 21 вола за 9 недеља. Колико волова може исхранити трећа ливада за 18 недеља? 

[7].  

Исак Њутн (Isaac Newton) је рођен на једној фарми у Енглеској 4. јануара 1643. године. 

Отац му је умро пре његовог рођења, па га је, пошто му се мајка преудала, одгајила бака. Он је 

као дечак кренуо у школу на селу.  

Млади Исак је волео да експериментише с многим стварима. Једном је направио малу 

играчку – млин који је могао претварати пшеницу у брашно. Праве су млинове у тадашње 

време покретали волови и магарци, а Исаков је млин покретао миш! Такође је начинио дрвени 

сат који је радио на воду. Исаков ујак је приметио да је дечак врло бистар и сматрао је да би 

требало да иде на даље школовање. Најпре је похађао Краљевску школу у Грантаму, а од 1661. 

године похађао је Тринити колеџ у Кембриџу. Тамо је прво студирао хемију, али се потом 

почео занимати за математику. Прочитао је Еуклидове Елементе, за које је сматрао да су му 

прелаки, а затим је прочитао Декартову Геометрију и та Геометрија му је била много тежа. 

Затим је прочитао и дела неколицине других славних математичара.  

Када му је било двадесет три године, његов факултет се морао затворити због куге. Њутн 

се вратио кући, где се бавио диференцијалним рачуном, делом математике по којем је највише 

познат. Такође, започео је велику студију о томе како се Земља и Месец крећу, а закључио је да 

се крећу на одређени начин због нечега што је назвао гравитацијом. Гравитација је привлачна 

сила која постоји између свих тела у свемиру. Њутн је користио своју идеју о гравитацији како 

би објаснио многе особине кретања Сунца, планета и звезда. Када се вратио у Тринити колеџ 

изабран је за члана наставничког колегијума и са 26 година наследио је катедру математике. 
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Његова студија Математички принципи природне филозофије, објављена 1687. године, у 

којој се описују универзална гравитација и три закона кретања, поставила је темеље класичне 

механике. Ову студију је написао за само осамнаест месеци.  

Њутн се бавио и оптиком и истраживао појаву преламања светлости. Помоћу стаклене 

призме доказао је да се бела светлост састоји од спектра различитих боја. Конструисао је 

рефлексиони телескоп са удубљеним огледалом.  

Постоји прича да је јабука која је пала са дрвета инспирисала Њутна да формулише 

теорију гравитације. Наводно, Њутн је закључио да она сила која приморава јабуку да падне на 

земљу јесте иста она која приморава и Месец да кружи око Земље.  

Исак Њутн је био члан енглеског парламента, председник Краљевског друштва и члан 

француске Академије наука, а у једном периоду био је и управник Краљевске ковнице новца. 

Због ових активности добио је титулу сера. Бавио се чак и алхемијом. Умро је у Лондону 31. 

марта 1727. године и сахрањен је у Вестминстерској опатији.   

Њутново најзначајније дело је Математички принципи природне филозофије.  

 

Имагинарни бројеви 

 

57. Показати да је 63131  ii [2]. 

Ово је Лајбницов задатак. Готфрид Вилхелм фон Лајбниц (Gottfried Wilhelm von 

Leibniz) је рођен 1. јула 1646. године у Лајпцигу, а умро је 14. новембра 1716. године у 

Хановеру. Био је немачки филозоф, математичар, правник, историчар и дипломата. Дао је 

значајан допринос оптици и математици. Установио је инфинитезилмални рачун независно од 

Њутна, као и бинарни систем који представља основу модерне рачунарске технологије. У 

филозофији је најпознатији по оптимизму. 

Син је лутеранског професора моралне филозофије, пореклом Лужичког Србина. Преко 

библиотеке свог оца развио је интересовање за широк круг предмета. Са дванаест година 

научио је латински без ичије помоћи. Са четрнаест година уписао је Универзитет у Лајпцигу, а 

потом је учио у Јени и Алтдорфу, где је 1666. године стекао докторат права. Пошто је стекао 
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знања из права и филозофије, радио је као секретар у двема најпознатијим племићким 

породицама у Немачкој.  

Према Лајбницовим белешкама, до открића инфинитезималног рачуна дошао је 11. 

новембра 1675. године. Садашња нотација диференцијалног и интегралног рачуна потиче од 

Лајбница. Изумео је машину за рачунање (1672), далеко бољу од Паскалове, јер је могла да 

множи, дели и рачуна квадратне корене.  

Најважнија Лајбницова дела су Теодилеја (1710) и Монадологија (1714).  

 

Бернулијева неједнакост 

 

58. Доказати да је   ,11 xNx
N

 где је N > 0 и x  > -1, уз x ≠ 0.  

Јакоб Бернули (Jacob Bernoulli) је најстарији члан познате швајцарске математичке 

породице Бернули, која је дала чак једанаест математичара. Рођен је у Базелу 27. децембра 

1654. године, а умро је у истом граду 16. августа 1705. године. Јакоб Бернули је срео Роберта 

Бојла и Роберта Хука на путу по Енглеској 1676. године, после чега је свој живот посветио 

науци и математици. Био је професор математике на Универзитету у Базелу од 1687. године.  

Његов млађи брат, Јохан Бернули, рођен је у Базелу 27. јула 1667. године, где је и умро 

1. јануара 1748. године. Био је познат по радовима из теорије вероватноће. 

Јохан је отац Данијела Бернулија, који се родио 9. фебруара 1700. године у Гронингену, 

у Холандији. Данијел Бернули је познат по својој књизи Хидродинамика и по Бернулијевој 

једначини из хидростатике, а у свом раду у хидродинамици користи Њутнове идеје. Био је 

пионир кинетичке теорије гасова. Предложио је ново схватање гасова, показавши да се они 

састоје од малих атома који се налазе у непрекидном кретању, сударајући се еластично један са 

другим и са зидовима посуде.  

Данијел Бернули је студирао медицину у Швајцарској и Немачкој. Био је професор 

математике у Санкт Петербургу од 1725. до 1733. године, када се враћа у Швајцарску, где и 

умире, у Базелу, 17. марта 1782. године. 
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Моаврова формула 

 

59. Доказати да је  

     ,sincossincos   nini
n

 

где је n цео позитиван број.  

Абрахам де Моавр (Abraham de Moivre) је француски математичар који је живео у 

Енглеској. Рођен је 26. маја 1667. године у Витрију ле Франсоа, у Француској, а умро је 27. 

новембра 1754. године у Лондону. Имао је несрећу да буде хугенот (протестант) у доба када је 

римокатоличка црква прогањала ову веру у Француској. Стога је био затворен у Паризу годину 

дана, а после ослобађања емигрира у Енглеску 1685. године.  

Био је пријатељ Исака Њутна и Едмунда Халеја, па је тако изабран у Краљевско 

друштво 1697. године. Остао је сиромашан, радећи као учитељ или консултант коцкарских или 

осигуравајућих друштава, и никада није стекао универзитетски положај.  

Познат је по Моавровој формули коју је открио 1707. године. Ова формула повезује 

комплексне бројеве и тригонометрију. Такође, бавио се и теоријом вероватноће, о чему је 

објавио књигу Доктрина среће. Познат је и по нормалној расподели у теорији вероватноће. Де 

Моавр је основао аналитичку тригонометрију.  

 

Задатак о мужу и жени који пију квас 

 

60. Муж попије сам флашу кваса за 14 дана, пијући исту количину сваки дан. Ако тако пије 

заједно са женом, они попију флашу кваса за 10 дана. Колико ће дана жени трајати 

флаша кваса ако из ње буде пила само она? [5]. 

Ово је задатак из Аритметике истакнутог руског педагога-математичара Леонтија 

Филиповича Магницког. Подаци о животу Л. Ф. Магницког оскудни су. Зна се да се родио 9. 

јуна 1669. године у Тверској губернији. Крајем XVII века живео је у Москви и био је веома 

познат по својој образованости. Када је цар Петар I, вршећи реформе у образовању, основао у 

Москви Математичко-навигацијску школу, Магницки, познат као најбољи математичар у 

Москви, 1701. године постао је учитељ у тој школи. Излазак из штампе његове Аритметике 

1703. године био је значајан национални догађај у области науке и културе. Поједина решења 
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задатака Магницки је давао у стиховима. Руски научник М. В. Ломоносов је још као младић 

1725. године доспео до ове књиге и чувао ју је до својих последњих дана. Ломоносов је 

Граматику Смотрицког и Аритметику Магницког називао „вратима учености“. Када је 1715. 

године у Петербургу основана Поморска академија, у Математичко-навигацијској школи у 

Москви наставиле су да се изучавају само аритметика, геометрија и тригонометрија. Овом 

школом руководио је Магницки почев од 1732. године па до своје смрти, 30. октобра 1739. 

године.      

 

Голдбахов задатак 

 

61. Наћи збир свих разломака облика: 
 

,
1

1
1


M

N  

где су M и N природни бројеви [2].  

Христијан Голдбах (Christian Goldbach) је рођен 18. марта 1690. године у Кенигсбергу, 

у Пруској, а умро је 20. новембра 1764. године у Москви. Отац му је био пастор. Студирао је на 

Ројал Албертус Универзитету, а након завршених студија путује по Европи обилазећи Немачке 

државе, Енглеску, Холандију, Италију и Француску. Тако се сусреће и са познатим 

математичарима: Лајбницом, Ојлером и Николаусом Бернулијем.  

Голдбах добија посао 1725. године на новоотвореној санктпетербуршкој академији, и то 

као професор математике и историчар Академије. Био је и тутор руског цара Петра II, а од 1742. 

године ради у Министарству спољних послова Русије.  

Најзначајнија Голдбахова дела су De transformatione serierum (1729) и De terminis 

generalibus serierum (1732).  

 

Ојлеров задатак 

 

62. Наћи све рационалне позитивне бројеве који задовољавају једначину  

xy yx   [2]. 
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Мостови у Кенигсбергу 

 

63. Кенигсберг (данас Калињинград) је био главни град тадашње Пруске. Овај град се 

налази на реци Прегел и са земљаним површинама спојен је помоћу седам мостова, као 

на слици 4. Поставило се питање да ли је могуће поћи из једне тачке и вратити се у њу 

тако да се сваки мост пређе само једном. 

 

Сл. 4 

 

Латински квадрати 

 

64. Разместити у квадрату 4x4 карте за играње: асове, краљеве, даме и жандаре, тако да у 

сваком реду и у свакој колони буде по једна карта од сваке врсте и да у сваком реду и 

свакој колони буду различите боје карата (каро, срце, лист и детелина) [17]. 

Леонард Ојлер (Leonhard Euler) је познати швајцарски математичар. Рођен је 15. априла 

1707. у насељу Рихен поред Базела, у Швајцарској, а умро је 18. септембра 1783. у Петрограду. 

Био је син калвинистичког пастора. Током похађања гимназије, упоредо је на универзитету 

похађао и предавања из математике која је држао Јохан Бернули.    

Пошто је дипломирао као веома млад, са само шеснаест година, Ојлер није могао да 

добије положај на универзитету. Зато га Данијел Бернули наговара да се придружи Академији 

наука у Санкт Петербургу, под покровитељством Катарине I Алексејевне. Царица је умрла оног 

дана када је Ојлер стигао у Русију, те је судбина Академије постала неизвесна.  

Ојлер време од 1727. до 1741. године проводи у Петрограду (Русија), где 1730. године 

добија место професора на катедри за физику, а три године касније, после одласка Данијела 

Бернулија, постаје професор математике. Године 1736. пише уџбеник Механика или наука о 
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кретању изложена аналитички. Други уџбеник, Приручник из артиљерије, пише 1738. године. 

Картографијом се бавио од 1733. до 1740. године. Током боравка у Петрограду објавио је око 80 

радова.  

Ојлер је 1738. године изгубио вид на једно око. Због лечења прелази у Берлин 1741. 

године. Након организовања Берлинске академије наука 1744. године, под Фридрихом 

Великим, Ојлер постаје директор математичког одсека. Током боравка у Берлину објавио је око 

стотину радова. Године 1748. пише Увод у анализу бесконачног у два тома, а 1755. године – 

Диференцијални рачун. Као астроном, Ојлер пише Теорију кретања планета и комета 1744. 

године и Теорију кретања месеца 1753. године.  

Доласком Катарине Велике на власт, Ојлер је од 1766. године поново у Петрограду. Тада 

потпуно губи вид. Године 1768. пише Писма једној немачкој принцези о неким областима 

физике и филозофије, а од 1768. до 1774. године пише књигу Интегрални рачун у три тома. Ту 

су још и његова дела: Диоптрика (1769–1771), Потпуни увод у алгебру (1770) и Универзална 

аритметика (1768–1769).  

Ојлер је радио на теорији бројева, протоку флуида, геометрији и акустици. Велики број 

теорема носи његово име, а једна од најпознатијих је Ојлерово правило које каже да за полиедар 

са v темена, f страна и е ивица важи  

.2 efv
 

Такође, позната је и следећа Ојлерова формула:  

,01ie
 

која елегантно повезује пет математичких константи.
 

Ојлер је био најплоднији математичар у историји. Његов стваралачки опус садржи преко 

880 наслова.  

 

Сферна тригонометрија Руђера Бошковића 

 

65. Усвојено је да се углови сферног троугла означавају великим латинским словима, на 

пример са А, В, С, а њима наспрамне странице – одговарајућим малим латинским 

словима: a, b, c. Доказати да на сферном троуглу АВС важи однос: 

C

c

B

b

A

a

sin

sin

sin

sin

sin

sin

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(синусна теорема сферне тригонометрије) [23].  

Руђер Бошковић је био најзначајнији математичар и астроном Дубровачке републике. 

Рођен је у Дубровнику 18. маја 1711. године, а умро је 13. фебруара 1787. године у Милану. Био 

је универзални стваралац: филозоф, математичар, астроном, физичар, инжењер, педагог, геолог, 

архитекта, конструктор, оптичар, дипломата, путописац, професор, исусовац, песник и 

преводилац.  

Отац му се звао Никола и био је трговац из Орахова, код Требиња, у Херцеговини. Мајка 

му се звала Павла и била је италијанског порекла. Руђер Бошковић са петнаест година ступа у 

исусовачки Колегијум Романум у Риму. Приступио је језуитском реду 1740. године и у 

наредних десет година објавио је велики број научних расправа.  

Папа Бенедикт XIV ангажовао га је да санира напрслине на куполи Светог Петра у Риму 

1742. године. И у Бечу решава сличне проблеме санације. Академија наука у Болоњи прима га 

за редовног члана 1746. године, а дописни члан Француске академије постаје 1748. године. 

Током те исте године био је посвећен посматрању Сунчевог помрачења у Риму, а средином 

XVIII века ради на премеравању папске државе. Као дипломата, Бошковић борави у Бечу 1758. 

године. Од 1759. године борави у Паризу, а следеће године посећује Енглеску, где постаје члан 

Краљевског друштва. Потом обилази Белгију, Холандију, Немачку... Пролазак Венере испред 

Сунца желео је да посматра из Цариграда, па је тамо отишао 1761. године. Посетио је Крф, 

Лемнос и Галипоље, а током тог путовања водио је дневник, који и данас представља 

занимљиво штиво: Бошковић описује људе, њихов физички изглед и обичаје. Био је професор 

Универзитета и оснивач Миланске опсерваторије у Брери. Када је папа Клемент укинуо 

јеуитски ред 1773. године, постао је цивилно лице и прелази у Француску где добија 

држављанство. Конструише микрометар 1777. године. Бошковић је био и  директор Оптичког 

института француске морнарице.  

Руђер Бошковић је познат по теорији међумолекулских сила, тако да се сматра пиониром 

квантне теорије. Претеча је и нееуклидске геометрије. Као и Ајнштајн, брзину светлости 

сматра константном. У геодезију је увео термин геоид – облик Земље.  

Бавио се и сферном тригонометријом и извео је све формуле сферне тригонометрије из 

четири основне, које су добиле име Бошковићеве формуле. Касније је немачки математичар 

Гаус установио три основне формуле сферне тригонометрије, које се сада називају Гаусове 

формуле.  
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Бавио се и песништвом, а његова је поезија настајала у дугом периоду.  

Најзначајније Бошковићево дело је Theoria philosophiae naturalis, објављено 1758. године 

у Бечу.  

 

Лагранжов идентитет 

 

66. Доказати идентитет: 

            .
2222222222 CYBZCXAZBXAYCZBYAXZYXCBA   

Жозеф-Луј Лагранж (Joseph Louis de Lagrange) се сматра једним од водећих 

математичара и астронома 18. столећа. Направио је револуцију у механици. Рођен је 25. јануара 

1736. у Торину, у Италији, а умро је 10. априла 1813. у Паризу, у Француској. Отац му је био 

француски официр на служби у Торину, а мајка му је била Италијанка. Касније је живео у 

Пруској и Француској.  

Према препорукама Ојлера и Д'Аламбера, Лагранж је 1766. године постао директор 

математике на Пруској академији наука у Берлину. На том месту је боравио преко двадесет 

година, када 1787. године прелази из Берлина у Париз, где постаје члан Академије, и ту остаје 

до краја живота. Своје најзначајније дело, Аналитичку механику, Лагранж објављује 1788. 

године. Постао је први професор анализе 1794. године на Ecole Polytechnique у Паризу. Лагранж 

је дао важан допринос анализи, теорији бројева и небеској механици, а убрајају га и међу 

осниваче класичне механике. Многи термини у математици добили су име по њему. 

 

Парни и непарни бројеви 

 

67. Рачунајући да ће упослити разред за цео час, наставник је задао ученицима следећи 

задатак: „Покажите да је производ свих парних природних бројева од 2 до 1600 бар 

четрдесет пута већи од производа свих непарних природних бројева од 1 до 1599.“ 

После само једног минута мали Гаус је саопштио изненађеном професору да је дошао 

до доказа без калкулатора [12]. 

Карл Фридрих Гаус (Johann Carl Friedrich Gauß) је немачки математичар рођен 30. 

априла 1777. године, а умро је 23. фебруара 1855. године. Дао је значајан допринос теорији 
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бројева, анализи, диференцијалној геометрији, а такође и геодезији, електростатици, 

астрономији и оптици. Сматра се једним од најутицајнијих математичара у историји. Гауса је 

веома занимала и филологија.  

Гаус је рођен у скромној породици у Брауншвајгу, у Немачкој. Био је чудо од детета и за 

његово име везане су бројне анегдоте. Као средњошколац је читао Њутна, Ојлера и Лагранжа. 

Студирао је на Универзитету у Гетингену.  

У двадесет трећој години постао је члан Петроградске академије наука, а убрзо потом и 

члан других академија широм Европе. У двадесет петој години одредио је путању планетоида 

Цереса, који се астрономима изгубио из вида. Изабран је за професора математике и 

астрономије на Универзитету у Гетингену и за директора Гетингешке астрономске 

опсерваторије. У Гетингену је 1833. године основао магнетску опсерваторију. Земљино 

магнетно поље Гаус је измерио 1835. године. У геодезији је позната Гаус-Кригерова пројекција.  

Допринео је теорији функције комплексне променљиве и у вези с тим – теорији 

елиптичних функција. У теорији вероватноће познат је Гаусов закон расподеле вероватноћа. 

Познат је и Гаусов алгоритам у линеарној алгебри, као теоријско и практично средство за 

решавање система линеарних алгебарских једначина.  

Гаус је 1801. године написао Аритметичка истраживања, дело представљено у виду 

личног математичког дневника. Године 1827. објавио је своје велико дело – Општа 

истраживања кривих површи, којим је засновао диференцијалну геометрију као посебну 

дисциплину теоријске математике.   

 

Годишња паралакса и удаљеност звезда 

 

Годишња паралакса је угао под којим се са неког небеског тела види средњи радијус 

Земљине орбите. Она зависи од растојања до небеског тела. То је једини директан начин 

мерења удаљености звезда ван Сунчевог система. Помоћу паралаксе може се измерити 

удаљеност ближих звезда (до 100 светлосних година). 

Звезда се посматра из два различита положаја Земље на путањи око Сунца. Пројекција 

звезде описује паралактичку елипсу. Први који је измерио паралаксу звезда био је немачки 

астроном и математичар Фридрих Вилхелм Бесел, и то је учинио 1837. године.    
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68. Одредити приближно удаљеност звезде некретнице која има годишњу паралаксу 1’’. 

Рачунати да средњи радијус Земљине орбите износи приближно 150.000.000 km. Једна 

светлосна година (јединица дужине којом се мери удаљеност звезда) износи 

приближно 9.460.000.000.000 km.  

Фридрих Вилхелм Бесел (Friedrich Wilhelm Bessel) рођен је у Миндену (Немачка) 22. 

јула 1784. године, као син грађанског службеника, а умро је у Кенинсбергу 17. марта 1846. 

године. У почетку је био рачуновођа, али је због потреба предузећа у којем је радио и путовања 

проучавао навигацију, па потом и астрономију.  

Због успеха у астрономији, са двадесет шест година постаје директор Кенингсбершке 

опсерваторије. Бавио се анализом поремаћаја кретања планета и звезда. У ту сврху је развио 

математичке функције 1824. године, које су данас познате као Беселове функције.  

Године 1838. био је први који је објавио мерење удаљености неке звезде мерењем њене 

паралаксе. Таква паралакса раније није била примећена. Приметио је таласасто кретање 

Сиријуса и сугерисао је да је то резултат гравитационог утицаја орбиталног пратиоца. Такође је 

сугерисао да су неправилности орбите Урана проузроковане присуством једне непознате 

планете, али је умро неколико месеци пре открића Нептуна. 

 

Развијање разломка 

 

69. Развити разломак 
1

4
2 x

x
 на суму два разломка облика 

1

2

1

2




 xx
[2]. 

 

Кошијева неједнакост 

 

70. Доказати да је за позитивне бројеве Naaa ,...,, 21 оправдана неједнакост 

....
...

21

21 N
N

N aaa
N

aaa



 

Знак једнакости је могућан само у случају када је Naaaa  ...321 [2].  

Ово су два Кошијева задатка. Огистен Луј Коши (Augustin Louis Cauchy) је истакнути 

француски математичар, рођен 21. августа 1789. године у Паризу. Умро је 23. маја 1857. године.   
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Прво образовање добио је од оца који је био племић. Уписао је Политехничку школу 

1805. године, где 1816. постаје и професор, а исте године и члан Академије наука. Био је 

професор Универзитета у Турину и тутор сина Шарла Х у Прагу. Од 1848. године био је 

професор на Сорбони.   

Један је од твораца теорије функција комплексне променљиве. Бавио се теоријом 

бројева, анализом, теоријом диференцијалних једначина, теоријском и небеском механиком и 

примењеном физиком (оптиком и теоријом еластичности). Увео је у математику термине 

конјуговани комплексни бројеви и модул и аргумент комплексног броја. 

Кошијева главна дела су Курс анализе и Примена анализе у геометрији.  

 

Спајање шест тачака 

 

71. На правоугаоној траци дато је 6 тачака, као на слици 5. Да ли је могуће спојити све 

парове тачака помоћу непресецајућих линија? Другим речима, да ли се свака од 6 датих 

тачака може спојити са осталих 5 тако да се спојнице не секу ни у једној тачки? [12]. 

 

Сл. 5 

 

Аугуст Фердинанд Мебијус (August Ferdinand Mőbius) био је немачки математичар. 

Рођен је 1790. године, а умро је 1868. године у Лајпцигу. По мајчиној страни био је потомак 

Мартина Лутера, а поред математике бавио се и астрономијом. Посебно је познат по 

Мебијусовој траци, која заправо представља површ са само једном страном.  

 

Неједнакост Буњаковског 

 

72. Доказати да је      ,22222
yxbabyax   ако су a, b, x, y > 0 [29]. 
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Виктор Јаковљевич Буњаковски је био руски математичар. Родио се 16. децембра 

1804. године у Бару, у Украјини, а умро је у Санкт Петербургу 12. децембра 1889. године. Био је 

најпре члан, а затим и потпредседник Петербуршке академије наука. Радио је на теоријској 

механици и теорији бројева. Познат је по неједнакости Буњаковског (познатој и као 

неједнакост Коши-Шварц-Буњаковског), коју је доказао за бесконачне димензије још 1859. 

године.  

 

Булова алгебра исказа 

 

73. Ако бројевима 1 и 0 означимо тачност, односно нетачност логичког исказа, како 

изгледају операције сабирања и множења оваквих исказа? [3].  

Џорџ Бул (George Boole) је био енглески математичар и филозоф. Родио се 2. новембра 

1815. године у Линколну, а умро је у 49. години живота, 8. децембра 1864. године у Корку, у 

Ирској.  Отац му је био обућар, али веома заинтересован за науку. Џорџ Бул је у великој мери 

био самоук.  

Прво је похађао трговачку школу, а врло брзо је сам савладао латински, грчки, немачки 

и француски, да би потом, са свега деветнаест година, основао сопствену школу. Проучавао је 

Лапласа и Лагранжа. Постао је предавач математике на Квинс колеџу у Јорку 1849. године.   

Године 1847. развио је облик алгебре (Булову алгебру) која је први пут премостила дотад 

раздвојене дисциплине – математику и формалну логику. Ова Булова алгебра је веома значајна 

за информатику и математичку логику. Струјна кола за рачунаре користе Булову алгебру.  

Булово најважније дело је Истраживање закона мисли на коме се заснива математичка 

теорија логике и вероватноће, објављено 1854. године.  

 

Задатак Л. Н. Толстоја 

 

Мало је познато да се и Лав Николајевич Толстој, знаменити руски књижевник, занимао 

за математичке проблеме. Ево једног његовог задатка.   

74. Косачи треба да покосе две ливаде. Изјутра су почели да косе већу ливаду, а после 

поднева су се поделили тако да их је половина остала на првој ливади и до вечери ју је 

покосила, док су остали прешли да косе другу ливаду, чија је површина двоструко мања 
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од прве. Колико је било косача ако се зна да је сутрадан један косач сам завршио 

преостали део посла? [2].  

Лав Николајевич Толстој је један од најпознатијих руских  и светских писаца. Рођен је 

9. септембра 1828. године у Јасној Пољани, а умро је 20. новембра 1910. године на железничкој 

станици у Астапову, од последица запаљења плућа. Отац му је био Николај Илич Толстој, а 

мајка Марија Николовна (рођена Воконски). Био је руски гроф, а грофовска породица Толстој је 

вековима Русији давала многе генерале, дипломате и писце. Венчао се 1862. године са Софијом 

Андрејевном Берс, са којом је имао тринаесторо деце.  

На Казањском Универзитету студирао је право и оријенталне језике, али напушта 

школовање 1844. године. Боравио је једно време у Москви и Санкт Петербургу, као и на Криму, 

где је у Кримском рату био добровољац. Ту пише свој први роман Детињство. Касније пише 

роман Дечаштво. Године 1855. објавио је Севастопољске приче, вероватно аутобиографско 

дело.  

Био је есејиста, драматичар, критичар и морални филозоф, велики пацифиста и левичар. 

Својим напредним, ненасилним идејама отпора утицао је на значајне личности у доцнијој 

политичкој историји, као што су Ганди и Мартин Лутер Кинг.  

Толстојево књижевно стваралаштво припада периоду реализма и описује руско друштво 

у XIX веку. Светску славу стекли су његови романи Рат и мир (настао у периоду од 1864. до 

1869. године) и Ана Карењина (настао у периоду од 1873. до 1877. године).  

 

Термодинамички задатак 

 

75. Шта се дешава у затвореном и изолованом термодинамичком систему, који садржи воду 

и незасићен влажан ваздух истих температура и код кога не постоји размена топлоте са 

околином? 

Франсоа Мари Рау (Francois Marie Raoult) био је француски физички хемичар. Рођен је 

10. маја 1830. године у Фурнеу, на северу Француске, а умро је 1. априла 1901. године у 

Греноблу. Потиче из сиромашне породице, тако да није имао средстава да заврши своје 

школовање.  

Радио је као учитељ и у тешким околностима изводио је своје експерименте из физичке 

хемије, на основу којих стиче диплому у Паризу 1863. године. Од 1867. године предаје хемију 
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на Универзитету у Греноблу. Осмислио је нови метод за одређивање алкохолног садржаја у 

вину, на основу проучавања тачке смрзавања. Тако је успео да открије да је опадање тачке 

смрзавања у директној вези са количином растворене супстанце и њеном релативном 

молекуларном масом. То је Рауов закон, који је овај научник формулисао 1882. године. 

 

Гусарска битка  

 

76. У жестокој бици, 70 од 100 пирата изгубило је једно око, њих 75 – једно ухо, а њих 80 – 

једну руку, и њих 85 – једну ногу. Колико је најмање пирата изгубило и око, и ухо, и 

руку, и ногу истовремено? [13].  

 

Узвишење 

 

77. Два путника проведу време од 3 до 9 сати ходајући равним друмом, узбрдо и поново 

натраг: њихова брзина на равном износи 4 миље на сат, узбрдо 3, а низбрдо 6. Пронаћи 

пређену раздаљину, а такође одредити (уз одступање од пола сата) и време у које су се 

попели на врх [24].  

Ова два задатка потичу из пера познатог дечјег писца Луиса Керола, који је написао 

Алису у земљи чуда. Луис Керол (Lewis Carroll) је псеудоним који је користио енглески писац и 

математичар Чарлс Доџсон. Он је рођен 27. јануара 1832. године, а умро је 14. јануара 1898. 

године. Био је професор математике на Крист Черчу у Оксфорду од 1855. године, па све до пред 

сам крај живота.  

Керол је славу стекао као књижевник, иако је из математке објавио чак 12 књига. 

Највише интереса је показивао за геометрију, матричну алгебру, математичку логику и 

рекреативну математику. Књиге из математике објављивао је под правим именом. Објавио је 

Замршену причу 1885. године, коју је првобитно објавио као фељтон у Месечном зборнику, у 

којем је постављао питања из области аритметике, алгебре или геометрије.  
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Лојдова загонетка – колико је тачно сати 

 

Својевремено су биле популарне Лојдове загонетке, као и његови шаховски проблеми. 

Ево и два његова математичка проблема: 

78. Мала и велика казаљка на сату су под истим углом као и после шест сати. Колико је 

тачно сати ако је прошло 8? 

 

Прелаз парова у чамцу преко реке  

 

79. Била су четири заљубљена пара која је требало да пређу реку у чамцу за само две особе. 

Међутим, љубоморни младићи нису дозвољавали да њихове девојке остану у друштву 

других младића без њиховог присуства, јер би тада њихове девојке могао да запроси 

неко други. Тако, ниједна млада дама не може бити у присуству осталих мушкараца без 

свог младића. Постоји и острво на средини реке. На који начин сви парови могу да 

пређу на другу страну реке?  

Сем Лојд (Samuel Loyd) је био амерички састављач логичких проблема, математичар и 

композитор шаховских проблема. Рођен је 30. јануара 1841. године у Филаделфији, а умро је 10. 

априла 1911. године у Њујорку.  

Свој први шаховски проблем објавио је са четрнаест година, са петнаест је већ освајао 

награде, а са двадесет је био најбољи састављач шаховских проблема у свету. Укупно је 

саставио око 800 таквих проблема. У мањој мери је састављао и математичке проблеме и 

загонетке.  

 

Општи израз за Фибоначијеве бројеве 

 

80. Одредити експлицитан израз за Фибоначијеве целе бројеве ( 11 21  xx ). 

Едуар Лика (Edouard Lucas) је француски математичар који је рођен 4. априла 1842. 

године у Амијену, а умро је 3. октобра 1891. године у Паризу. После завршене школе у Амијену 

радио је у Париској опсерваторији. Током француско-пруског рата (1870–1871) служио је у 

артиљерији. Након тога је постао професор математике на лицеју Сент Луј у Паризу. 
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Лика је познат по радовима из теорије бројева и као проналазач куле Ханој, о којој је 

раније било речи. Написао је књигу Recreations mathematique (1882–1894), која је постала 

класично дело у овој области. Најзначајнија дела су му Теорија бројева и Рекреативна 

математика. 

 

Пребројивост скупова 

 

81. Бесконачан скуп је пребројив ако се сви његови чланови могу пребројати природним 

бројевима. Доказати да скуп реалних бројева није пребројив. 

Георг Кантор (Georg Cantor) је немачки математичар који је утемељио теорију скупова. 

Рођен је 3. марта 1845. године у Петрограду, а умро је 6. јануара 1918. године у Халеу, у 

Немачкој.  

Кантор је разматрао рационалне и реалне бројеве и дошао до закључка да нису сви 

бесконачни скупови исте величине. Доказао је да рационалних бројева има исто колико и 

природних, тј. да ова два скупа имају исту кардиналност. Пошто такве подударности нема код 

ирационалних бројева, тај скуп спада у непребројиве скупове. Увео је класификацију 

трансфинитних бројева, који представљају степене бесконачности. 

 

Задатак Мике Аласа 

 

82. Кроз кружни отвор пречника 15 mm, начињен на папиру, треба провући метални новчић 

пречника 20 mm [7].  

Михаило Петровић Алас рођен је 6. маја 1868. године у Београду, где је завршио 

Природно-математички одсек Велике школе, а умро је 8. јуна 1943. године у Београду, у 76. 

години живота. Отац му је био Никодим, професор Богословије.  

Петровић је завршио Прву београдску гимназију у генерацији са Јованом Цвијићем, о 

чему се говори у роману Шешир професора Косте Вујића, аутора Милована Витезовића, а по 

коме је снимљен истоимени филм.  

Докторат математичких наука стиче у Паризу, на Сорбони, 1894. године, после чега 

постаје редовни професор најпре на Великој школи, а потом и на Универзитету. Предавао је све 
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до 1938. године, када одлази у пензију. Када је Велика школа 1905. године прерасла у 

Универзитет, био је међу осам редовних професора који су бирали сав преостали наставни 

кадар.  

Михаило Петровић је објавио 12 посебних научних дела и још готово 240 стручних и 

научних радова, посебно из теорије диференцијалних једначина и теорије функција. Као члан 

многих научних експедиција написао је следеће путописе: Кроз поларну област, У царству 

гусара, С океанским рибарима, По забаченим острвима, као и роман Јегуље. Био је члан Српске 

академије наука и редовни члан многих светских академија (Праг, Букурешт, Варшава и 

Краков). После смрти Јована Цвијића, 1927. године, био је предложен за председника 

Академије, али га власти нису прихватиле. Такође, кандидат за председника био је и 1931. 

године.   

Петровић се бавио и криптографијом. Његови шифарски системи коришћени су у војсци 

све до Другог светског рата. Био је познат и као стручњак за риболов, по чему је добио надимак 

Мика Алас. Ученицима основних и средњих школа се у новије време за знање из математике 

додељује Аласова диплома.  

 

Паук и мува 

 

83. На плафону, у углу С једне собе (сл. 6) стоји паук, а на поду се у супротном углу Н 

налази мува. Који пут треба да одабере паук како би дошао до муве најкраћим 

растојањем? [6]. 

c

a

b

H G

FE

D
C

BA

 

Сл. 6 
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Пролаз шест пароброда 

 

84. У каналу, један за другим иду три пароброда: А, В и С. У сусрет им иду још три 

пароброда: D, E и F. Канал је такве ширине да се два пароброда не могу мимоићи. 

Међутим, у каналу је са једне стране залив у који се може сместити један пароброд. Да 

ли се пароброди могу мимоићи тако да наставе свој пут онако како су већ ишли? [6].  

 

Пут преко океана 

 

85. Сваког дана у подне креће пароброд из Авра, преко Атлантског океана, у Њујорк, а у 

исто време пароброд исте компаније креће из Њујорка за Авр. Путовање у једном и у 

другом смеру траје тачно седам дана. Колико ће бродова своје компаније који иду у 

супротном правцу сусрести пароброд на свом путу из Авра у Њујорк? [6].  

Ова три задатка су из Игњатјеве збирке У царству разумевања. Јемељан Игњатјевич 

Игњатјев (Емельян Игнатьевич Игнатьев) био је руски математичар. Рођен је 23. децембра 

1869. године у селу Видренка, у Могиљевској губернији, а умро је 13. августа 1923. године у 

Тули. 

Завршио је Кијевски универзитет, на којем је 1889. године добио сребрну медаљу за свој 

рад. Прелази у Санкт Петербург 1901. године. Био је ухапшен 1905. године због агитације за 

раднике, а од 1909. године предавао је у једној петербуршкој школи. После Октобарске 

револуције, у мају 1919. године одлази у Тулу са задатком да организује пролетерски 

универзитет, где и предаје на Институту народног образовања.   

Најзначајнија Игњатјева дела су Математичке игре, забаве и задаци (1903) и У царству 

разумевања (1908).  

 

Ајнштајнова загонетка – бродови у луци 

 

86. Имамо 5 бродова у луци: 
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 грчки брод креће у 6 и носи кафу, 

 брод у средини има црни димњак, 

 енглески брод креће у 9, 

 француски брод, са плавим димњаком, лево је од брода који носи кафу, 

 десно од брода који носи какао је брод који плови за Марсеј, 

 бразилски брод плови за Манилу, 

 поред брода који носи пиринач је брод са зеленим димњаком, 

 брод за Ђенову креће у 5, 

 шпански брод креће у 7 и он је десно од брода за Марсеј, 

 брод са црвеним димњаком плови за Хамбург, 

 поред брода који креће у 7 је брод са белим димњаком, 

 брод с краја носи кукуруз, 

 брод са црним димњаком креће у 8, 

 брод који носи кукуруз је поред брода са пиринчем, 

 брод за Хамбург креће у 6. 

Чији брод плови за Порт Саид? Чији брод носи чај? 

Алберт Ајнштајн (Albert Einstein) је био теоријски физичар. Формулисао је специјалну и 

општу теорију релативности и допринео развоју квантне теорије и статистичке механике. 

Међутим, његова уопштена теорија гравитације остала је недовршена. Добио је Нобелову 

награду за физику 1921. године – за објашњење фотоелектричног ефекта, као и за допринос 

развоју теоријске физике.  

Ајнштајн је рођен 14. марта 1879. године у Улму, у Немачкој, у јеврејској породици. 

Умро је 18. априла 1955. године у Принстону, Њу Џерси, САД. Отац Херман му је био трговац, 

а мајка му се звала Паулина. Проговорио је тек у трећој години. Са дванаест година самостално 

изучава Еуклидову геометрију у равни, а инфинитезимални рачун – четири године касније. У 

школи је имао лоше оцене, те је због тога касније имао проблема да нађе одговарајући посао.  

Од 1902. године Ајнштајн ради у швајцарском заводу за патенте, а 1903. године жени се 

Милевом Марић, математичарком из Србије, од које се разводи 1919. године.  Током 1905. 

године пише научне радове и стиче докторат на Универзитету у Цириху. На овом универзитету 

постаје најпре ванредни, а потом и редовни професор 1911. године. Био је директор Института 
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за физику у Берлину од 1914. до 1933. године. Пред Први светски рат, 1914. године, Ајнштајн 

постаје члан Пруске Академије наука.   

Склањајући се пред нацистима, Ајнштајн 1933. године прелази у САД. Тамо је био 

професор на принстонском универзитету и гостујући професор на лајденском универзитету у 

Холандији. Америчко држављанство узима 1940. године, мада задржава и швајцарско. На његов 

захтев, 1933. године оснива се Међународни спасилачки комитет са циљем да се помогну 

противници Адолфа Хитлера. У Америци свој рад концентрише на обједињеној теорији поља. 

Израелска влада 1952. године предлаже Ајнштајну да преузме дужност председника, али он то 

одбија.   

Године 1905. написао је три значајна рада: о фотоелектричном ефекту, о Брауновом 

кретању и о специјалној теорији релативности.
 
Општу теорију релативности изнео је 1915. 

године. Познат је по формули о еквиваленцији масе и енергије: .2cmE   Патентирао је 

Ајнштајнов фрижидер 1926. године. 
 

 

Физичко тумачење сабирања и множења у Буловој алгебри 

 

87. Ако користимо прекидаче струјног кола, а бројеве 0 и 1 као вредности напона на 

крајевима кола, како треба да изгледа струјно коло на чијем би излазу вредност напона 

била у складу са операцијама сабирања и множења у Буловој алгебри? [3]. 

Паул Еренфест (Paul Ehrenfest) је био аустријски и холандски физичар јеврејског 

порекла. Рођен је 18. јануара 1880. године у Бечу, а умро је у Амстердаму, 25. септембра 1933. 

године, од депресије. Дао је значајан допринос статистичкој механици и њеним односима са 

квантном механиком. Рад о струјним колима и о њиховој вези са Буловом алгебром објавио је 

1910. године. Познат је по Еренфестовој теореми.   

Његови родитељи су водили пиљарницу у Бечу. Студирао је хебрејски језик и историју 

јеврејског народа. Међутим, најбоље оцене добијао је из математике. Потом прелази у 

гимназију Франц Јозеф, па на Техничку вишу школу, где под утицајем Болцмана исказује 

интересовање за теоријску физику. Године 1901. прелази у Гетинген, у Холандији, који је тада 

био центар за математику и теоријску физику.  
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Еренфест се 1904. године оженио руском математичарком Татјаном Алексејевном 

Афанасјевом и она му је помагала у раду. У Лајдену је сарађивао са Албертом Ајнштајном и 

Нилсом Бором.   

 

Лажни новчић 

 

88. Доктору Шарадеку су донели 12 златних новчића, који су сви изгледали исто. Једанаест 

их је било исправно, али је један био лажан: није се знало да ли је лакши или тежи од 

осталих. Требало је одредити који је новчић лажан и да ли је он лакши или тежи, а на 

основу само три мерења њихових тежина. Како је то успео доктор Шарадек? [28]. 

Хуго Штајнхаус (Hugo Steinhaus) је био пољски математичар и предавач. Рођен је 14. 

јануара 1887. године у Јаслу (тада Аустроугарска, а данас Пољска). Умро је 25. фебруара 1972. 

године у Вроцлаву, у Пољској.  

Докторирао је математику под менторством Давида Хилберта, на Универзитету у 

Гетингену 1911. године, да би потом постао професор на Универзитету у Лавову (данас 

Украјина).  

Штајнхаус је познат у функционалној анализи по Банах-Штајнхаусовој теореми. 

Написао је око сто седамдесет радова и књига (функционална анализа, геометрија, математичка 

логика и тригонометрија). Сматра се раним оснивачем теорије игара. Штајнхаус је 1958. 

године написао и књигу 100 задатака.  

 

Број година деце 

 

89. Два пролазника, која се дуго нису видела, разговарају о својим породицама: 

 - Колико имаш деце? 

 - Троје, све три су ћерке. 

 - Колико имају година? 

 - Производ целих бројева њихових година је 36, а збир тих бројева једнак је броју оне 

куће. 

 - Ниси ми довољно рекао. 
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 - Најстарија ћерка свира клавир. 

 - Сад знам колико су старе девојчице. 

 Колико година има свака девојчица? [12]. 

Овај задатак, познат широкој публици, задао је професор Ђерђ Поја студентима прве 

године Стенфордског универзитета, на испиту 1965. године. Ђерђ Поја (Gyorgy Polya) је 

мађарски математичар јеврејског порекла, рођен 13. децембра 1887. године, чији су преци под 

прогонима побегли из Пољске. Докторирао је математику 1910. године у Будимпешти. Од 1912. 

године борави у Гетингену на постдокторским студијама, где упознаје Давида Хилберта, 

Феликса Клајна и Хермана Вејла. Због раширеног антисемитизма у Немачкој, одлази у 

Париз, где наставља постдокторски рад. Од 1914. године предаје на Вишој техничкој школи у 

Цириху, на истој школи коју су завршили Рентген и Ајнштајн. Године 1924. борави у 

Енглеској, где упознаје Хардија и Литлвуда на Оксфорду и Кембриџу. Пред могућом 

инвазијом нацистичке Немачке на Швајцарску, 1940. године одлази у САД, где предаје на 

Стенфордском универзитету. У Америци остаје до своје смрти, 7. септембра 1985. године.  

Поја је написао три књиге, а најпознатија му је How to solve it, која је објављена 1945. 

године. 

 

Рамануџанов задатак  

 

90. Чему је једнака вредност израза: 

?...1413121  [22]. 

Шриниваса Рамануџан се родио 22. децембра 1887. године у Еродеу, у Индији, малом 

месту на око 400 km југозападно од Мадраса (данашњег Ченаја), у покрајини Тамил Наду. Умро 

је у Мадрасу 26. априла 1920. године. Његов отац Купусвами Шринаваса био је чиновник у 

једној продавници индијске женске одеће. Његова мајка Комалатамал била је домаћица и 

певала је у локалном браманском храму.  

Рано је заволео математику и у доби од једанаест година већ је поседовао знање из 

математике које је било равно студентском. Када је имао шестнаест година, у време када је већ 

подучавао студенте како би се издржавао, на поклон је добио књигу Синопсис основних 
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резултата у чистој и примењеној математици, коју је написао Џорџ Кар. Ова књига 

представља прекретницу у Рамануџановом животу и он се од тада посвећује математици. 

Рамануџан се током студија хуманистичких наука на државном колеџу у Кумбаконаму потпуно 

посвећује математици и запоставља остале предмете. Након 1911. године почиње да објављује 

математичке радове. Године 1913. пише професору Хардију у Кембриџ, после чега 1914. 

године путује у Енглеску, где отпочиње његов блистави математички рад. Године 1918. постаје 

члан филозофског друштва у Кембриџу и члан Краљевског друштва у Лондону. Нажалост, 

здравље га није послужило и озбиљно се разболео 1917. године, те је умро у својој тридесет 

трећој години.  

 

Товарне животиње  

 

91. Три брата су добила у наслеђе 35 камила. По изричитој жељи покојног оца, једна 

половина треба да припадне најстаријем брату, једна трећина средњем и једна деветина 

најмлађем брату. Међутим, то нису цели бројеви. Како је Малба Тахан извршио поделу, 

дојахавши са својим пријатељем на једној камили? [27].   

Малба Тахан је псеудоним бразилског писца и професора математике Хулија Сезара де 

Мело и Соуза (Julio Cesarde Mello e Souza). То је фиктивно име персијског учењака који је јунак 

књиге Човек који је бројао. Ова књига је инспирисана Шехерезадиним причама о хиљаду и 

једној ноћи.  

Хулио Сезар де Мело и Соуза је рођен у Рио де Жанеиру 6. маја 1895. године, а умро је 

у Ресифеу 18. јуна 1974. године од срчаног удара. Постао је грађевински инжењер 1913. године 

на Политехничкој школи. Иако је путовао само до Буенос Аиреса, Монтевидеа и Лисабона, 

њему није сметало да живописно опише атмосферу Багдадског калифата у време када је у њему 

радио Малба Тахан. Како би својим ученицима математику учинио занимљивијом, написао је 

књигу Човек који је бројао.  
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Колико су миља прешли господин и госпођа Смит?  

 

92. Господин Смит и његова жена кренули су на пут у 10 сати ујутру из своје куће у држави 

Конектикат према родитељима госпође Смит у држави Пенсилванија. На путу су се 

Смитови зауставили само једном, у Вестчестеру, како би ручали у ресторану „Под 

свећама“. Предстојећа посета жениним родитељима проузроковала је мрачно 

расположење господина Смита. Тек у 11 сати госпођа Смит се одважила да га запита: 

„Где се сада налазимо, драги?“ Господин Смит је погледао на километар-сат и 

одговорио: „Прошли смо тачно половину пута одавде до ресторана“. У ресторан су 

стигли у подне, ручали су и кренули даље. Када су у 5 сати поподне прешли 200 миља 

од оног места на коме је госпођа Смит поставила прво питање, она је поставила и друго 

питање: „Колико имамо још да путујемо, драги?“ „Још половину растојања које смо већ 

прешли од ресторана“ – одговорио је господин Смит. На циљ су стигли у 7 сати увече. 

Због услова на путу, господин Смит је морао да вози свој аутомобил различитим 

брзинама, али и поред тога можемо тачно одредити растојање између домова у 

Конектикату и у Пенсилванији, и то веома просто (у томе се састоји задатак) [17]. 

Мартин Гарднер је амерички писац у области популарне науке и математике и 

специјалиста за рекреативну математику. Рођен је 21. октобра 1914. године у Тулси, у 

Оклахоми, САД, а умро је 22. маја 2010. године у Оклахоми, у 95. години живота. Његов отац је 

био геолошки инжењер. 

Гарднер је похађао Универзитет у Чикагу, где је 1936. године дипломирао на 

филозофији. Током Другог светског рата, четири године је служио у америчкој морнарици. 

После рата, почетком педесетих, писао је за дечје часописе. Године 1947. прелази у Њујорк. Од 

1956. до 1981. године пише месечну колумну из рекреативне математике за Scientific American. 

Објавио је на десетине књига из популарне математике. 

 

Ждралови на језеру 

 

93. Једном се деда шетао по обали језера са своја три унука. Насред језера су били 

ждралови који су ловили рибу. Нешто ждралова било је на оближњим гранама дрвећа, 
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а нешто по оближњој пољани. Унуци су пребројавали ждралове који су били на 

језеру. Када су они већ готово завршили пребројавање, део ждралова који је био 

једнак броју ждралова на језеру прешао је са грана дрвећа на језеро и присајединио им 

се. Тада су унуци почели да пребројавају ждралове на пољани, али када су били близу 

краја, на пољану је прелетело исто толико ждралова са језера. Онда су они почели да 

пребројавају ждралове на гранама. Само што их нису пребројали, кад их је исто 

толико дошло са пољане и присајединило им се. Тада је деда рекао унуцима да 

преброје ждралове у води, на гранама дрвећа и на пољани. Када су унуци завршили са 

пребројавањем, 32 ждрала била су у води, 32 их је било на гранама и 32 на пољани. На 

крају је деда поставио питање: „Колико је ждралова било у води, колико на гранама, а 

колико у пољу када смо ми дошли на језеро?“ [25].  

Овај задатак са решењем објавио је у својој књизи 100 занимљивих математичких 

задатака Дхармараџ Џозеф у Њу Делхију, у Индији, 2007. године. О овом математичару има 

веома мало биографских података. На интернету се може пронаћи податак о још само једној 

књизи – Маранам манитханин мудива, писаној вероватно од стране истог аутора 2009. године. 
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РЕШЕЊА ЗАДАТАКА 

 

1. 

Овај задатак доводи до једначина  

x2 + y2 = 1000         (1) 

и  

y = 
3

2
x – 10         (2), 

што се своди на квадратну једначину  

,0900
3

40

9

13 2  xx  

чији је позитиван корен x = 30.  

Уврштавањем у (2) добија се страница другог квадрата y = 10.  

 

2. 

Нека је однос a : b = k (1) и површина правоугаоника a . b = P (2).  

Из односа (1) следи да је a = k . b . Сменом у (2) добија се k . b . b = P, тј. k . b2 = P и b = 
k

P
. 

Враћењем у (1) израчунавамо да је a = kP .  

 

3.  

Ово је линеарна једначина са једном непознатом: 

19
7


x
x . 

Њено решење је x = 
8

197 
 = 16

8

5
, а седми део је 

8

3
2

7


x
.  У оригиналном рукопису решење се 

добија као 16 + 
2

1
 + 

8

1
. 
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4. 

Запремина лопте је 
6

3d
, где је d пречник лопте. Нека је V запремина све 4 кугле које је златар 

морао да направи и нека су A, B, C и D пречници ових кугли. Тада је 

,
6666

3333

V
DCBA











 

 

или  

  .
6

3333 VDCBA 


 

Како су 
6


 и V нумеричке константе, неопходно је да размотримо пречнике кугли. С обзиром на 

услов да је збир пречника два пара кугли једнак броју 13, размотримо следеће парове 

природних бројева: (1, 12), (2, 11), (3, 10), (4, 9), (5, 8) и (6, 7). Како је златар искористио све 

злато, потражимо из горњих комбинација златареве четворке и Фараонове четворке бројева 

тако да збирови њихових кубова буду једнаки. Од шест парова постоји 15
21

566

2 



C  

комбинација збирова кубова. Могућа је једино следећа једнакост: 

.236610311285121 33333333   

Златареве кугле имале су пречнике 1, 5, 8 и 12 ора. Тачно решење које су осмислили Фараонови 

свештеници подразумевало је кугле пречника 2, 3, 10 и 11 ора.  

 

5. 

Талес је сматрао да су Сунчеви зраци паралелни и закључио је следеће: „Када је дужина моје 

сенке једнака мојој висини, тада ће и дужина сенке пирамиде бити једнака њеној висини.“ Ако 

меримо сенку у било које доба дана, тада ће однос висине и сенке бити исти. То је суштина 

познате Талесове теореме.  

Проблем који настаје је како измерити дужину сенке пирамиде, пошто се један њен део налази 

унутар саме пирамиде. Због кретања Сунца, у једном тренутку сенка пирамиде постаје 

паралелна са страницом пирамиде (тај тренутак зависи од висине Сунца на небеској сфери, која 

опет зависи од доба године и доба дана). Тада је дужина сенке пирамиде једнака збиру 
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половине странице пирамиде и спољног дела сенке, који је лако измерити. Талес је тада 

измерио и своју висину H
2
, дужину своје сенке L

2 
и дужину сенке пирамиде L

1
.  

Користећи пропорцију  

2

2

1

1

L

H

L

H
  

Талес је могао да израчуна висину пирамиде H
1
. 

a

L2

H2

L1

H1

 

Сл. 7 

 

6. 

Позната је Питагорина тројка (3, 4, 5).  

Природни бројеви могу бити парни и непарни. Сваки непаран број може се написати у облику 

 12 a . Непарним бројевима одговарају Питагорине тројке  

      ,21212
222

bab   

одакле следи  

,4144144 222 baabb   

 .1 aab  

На тај начин имамо Питагорине тројке за сваки непаран број:  

 ,5,4,31a  
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 ,13,12,52 a  

 ,25,24,73a  

 ,41,40,94a  

 ,61,60,115a  

... 

      .112,12,12  nnnnnna  

Парни бројеви могу се поделити на оне који су дељиви само са 2 и на оне који су дељиви и са 4. 

Уколико су дељиви са 4, Питагорина тројка се може добити умношком основне Питагорине 

тројке (3, 4, 5) (на пример (6, 8, 10), (9, 12, 15)…). 

Ако је парни број дељив само са 2, тај парни број можемо представити као  k2 , где k  можемо 

раставити на чиниоце од којих је бар један увек непаран (уколико је Nk 2 и N> 1, онда је 

дељив и са 4, а то је претходни случај). Множењем Питагорине тројке тог непарног броја 

(чиниоца) са 2 (или више) добијамо Питагорину тројку и за овај последњи случај (на пример, 

број ,7214   па је тражена Питагорина тројка (14, 48, 50). 

 

7. 

Хипократове површине облика Месечевих српова (лунела) означићемо са M и N, а површине 

сегмената затворених између већег круга и катета a и b правоуглог троугла ABC означићемо са 

m и n (види сл. 8). 

 

Сл. 8 
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Користећи Питагорину теорему, добијамо 

,
222

222


























 bac
  

тј. 

.
222222

222


























 bac 

 

Ако од површине већег полукруга 

2

22







 c
одузмемо суму површина сегмената ,nm  добићемо 

површину правоуглог троугла ABC, коју ћемо означити са P.  

Одузимајући nm   од суме површина полукругова конструисаних над катетама, тј.  

,
2222

22

















 ba 
 

добићемо збир површина M + N. На основу тога је M + N = P, што је и требало доказати.  

 

8. 

Ако квадрирамо неједначину, добијамо: 

 
,

2
212

2

21 aa
aa




 

односно 

,42 21

2

221

2

1 aaaaaa   

или 

,02
2

221

2

1  aaaa  

тј. 

  .0
2

21  aa  

 

9. 

Данас је релативно лако одредити релативне удаљености Сунца и Месеца (види сл. 9). 

Међутим, у Аристархово време (III век п. н. е.) то није било тако. 
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L

A

f

 

Сл. 9 

 

Треба напоменути да у трећем веку пре нове ере тригонометрија није била довољно развијена и 

да је Архимед, који је око 25 година млађи од Аристарха, нешто касније одредио вредност за 

број π као 
7

22
. 

У данашњој математичкој интерпретацији можемо написати да је 

   ,'5089coscos  f
L

A
 

.344 AL   

Аристарх је користио нетачан податак да је f = 87°. На тај начин је одредио да је 

 
20

1
3sin

18

1
  

(Аристархова неједнакост) и добио нетачан резултат – да је Сунце даље од Месеца између 18 и 

20 пута. 

Треба напоменути да је мерењем тешко одредити тренутак када је Месец у првој или трећој 

четвртини, па је самим тим грешка мерења велика. Осим тога, вредност за f је блиска 90°, што 

такође повећава грешку. Данашњи тачан податак је да је Сунце око 400 пута даље од Месеца. 
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10. 

 

Сл. 10 

Тражена површина AFDHCB је  

    ,
82

1

42

1

2

22222

2

DCADACDCAD
AC

P 










  

,DCADAC   

али како је (из сличности троуглова) 

,2BDDCAD   

следи да је  

.
24

2











BD
DCADP 


 

Овакав облик фигуре AFDHCB има крзнарски нож, који одређују три полукруга који се 

додирују и чији су центри колинеарни.  

 

11. 

Како бисмо нашли суму квадрата првих n бројева природног низа, размотрићемо идентитет: 

  .1133 332 xxxx   

Замењујући у том идентитету вредности за x = 1, 2, 3, …, n и сабирајући тих n једнакости, 

добићемо:  

      ,1132133213
32222  nnnn  

или  
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  ,1133
3

12  nnSS  

где су S
1
 и S

2
 суме n бројева природног низа и одговарајућа сума њихових квадрата. Замењујући 

у последњој једнакости 
 

,
2

1
1




nn
S  добијамо да је 

   
.

6

121
2




nnn
S  

 

12. 

Ако се сматра да је Земља облика лопте, онда је решење једноставно. 

Пошто Александрија и Сијена (Асуан) леже на истом меридијану, онда је разлика углова до 

зенита на оба места иста, а обим Земље се добија из пропорција: 

.5,7:5000360:2 R  

То значи да ово растојање представља 
48

1
обима Земље. Обим Земље је тада 240.000 стадиона, 

или 44.520 km.   

Резултат оваквог Ератостеновог мерења одличан је за тадашње доба. С обзиром на то да се 

премеравање дужина вршило корачањем и имајући у виду ниво прецизности тадашњих 

астрономских инструмената, добија се прихватљива вредност, која незнатно одступа од 

данашње вредности која износи око 40.000 km.  

Aleksandrija

Asuan

f

f

                         Сл. 11 
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13. 

Темена свих правилних многоугаоника леже на кружници. Кружница се са елипсом може сећи 

највише у четири тачке. Због тога не постоји правилни многоугаоник са бројем страна већим 

него код квадрата, чија би сва темена лежала на елипси. 

 

Сл. 12 

 

14. 

1° = 3600’’. 

Можемо израчунати за које се време звездано небо окрене за 1° путем следеће пропорције: 

,1:''50:''3600 x
 

одакле је 

72
''50

''3600
x

 
година. 

Пошто пун круг има 360°, онда је период окретања Земље по том конусу 360 . 72 = 25.920 

година. Тачан податак померања због прецесије је 50,26'' годишње у ретроградном смеру, те у 

том случају период прецесије износи око 25.786 година. 

 

15. 

Пошто је површина троугла једнака полупроизводу дужине странице и висине троугла 

повучене из наспрамног темена, Херон је прво одредио дужине висина преко дужина страница 

троугла.  
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Нека је тачка D пресек висине h
C
 и странице c. У том случају су одговарајући одресци AD = x и 

DB = c – x (види сл. 13).  

 

Сл. 13 

 

Применом Питагорине теореме добијамо: 

  ,22222
xbxcahC       (1) 

одакле следи: 

.
2

2
222

22222

c

acb
xxbxcxca


      (2) 

Пошто је из (1) ),)((
2

xbxbhC  коришћењем вредности за x из (2) добија се: 

,
22

222222
2








 








 


c

acb
b

c

acb
bhC  

,
2

)(

2

)( 2222
2

c

cba

c

acb
hC





  

.
2

)()(

2

)()(2

c

cbabca

c

acbcba
hC





      (3) 

Ако сада ставимо да је 2s = a + b + c, добијамо да је: 

)(2),(2);(2 cscbabsbcaasacb  . 

После тога се (3) своди на облик 

,
4

)(2)(2)(22
2

2

c

csbsass
hC


  
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))()((
22

csbsass
c

hC  .        (4) 

Пошто је Ch
c

P 
2

, одатле следи да је 

).)()(( csbsassP   

Последња једначина представља тражени Херонов образац за израчунавање површине троугла 

када су познате дужине свих његових страница.  

 

16. 

4   9 2 

3 5 7 

8 1 6 

Сл. 14 

 

Збир бројева по редовима, колонама и дијагоналама је 15. Ово је јединствено решење, а остала 

решења се добијају ротацијама оваквог квадрата. 

 

17. 

Размотрићемо уписани четвороугао ABCD (сл. 15) и конструисати угао  

 CAF =  BAD. 

Осим тога је и 

 BDA =  BCA, 

као углови који се ослањају на исти лук, те је због тога 

Δ ABD ~  Δ ACF, 

одакле је  

,
AC

AD

FC

BD
  

,ADFCACBD     (1) 

Δ BAF ~ Δ DCA,  

јер је  

 ABC =  ADC и  BAF =  CAD 
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па је  

,
AD

AB

DC

BF
  

или  

.ADBFABDC     (2) 

Сабирањем једначина (1) и (2) добија се  

.)( ADBCADFCBFDCABBDAC   

F

C

D

B

A

 

Сл. 15 

 

18.  

Нека је први број s. Како би његов квадрат сабран са другим бројем такође био квадрат, други 

број треба да буде 2s + 1. У том случају је испуњен захтев из задатка:  

s2 + 2s + 1 = (s + 1)2.     (1) 

Квадрат другог броја сабран са првим бројем такође је квадрат: 

(s + 1)2 + s = t2,       (2) 

или  

4s2 + 5s + 1 = t2.        (3) 

Претпоставимо да је t = 2s – 2; тада је t2 = 4s2 – 8s + 4. Уврстивши ово у (3), добија се: 

4s2 – 8s + 4 = 4s2 + 5s + 1, 

одакле је s = 
13

3
. 
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Тражени бројеви су s = 
13

3
, 2s + 1 = 

13

6
 + 1 = 

13

19
. 

Провера: 

,
13

16

169

256

169

)2479(

13

19

13

3
22





















 

.
13

20

169

400

169

)39361(

13

3

13

19
22





















 

 

Диофант не објашњава због чега уводи претпоставку да је t = 2s – 2. И у другим својим 

задацима он прави овакве или сличне претпоставке, не дајући никаква објашњења, при чему 

даје само једно решење, иако те једначине имају више од једног решења.  

 

19. 

Прегледности ради погледајмо слику 16. Применом Талесове теореме можемо написати 

следеће једнакости: 

,
11 L

h

LL

H



      (1) 

.
22 L

h

LdL

H



     

(2) 

У једначинама (1) и (2) непознате су H и L. Решавањем овог линеарног система једначина 

добија се: 

30750
123127

1231000

12

1 










LL

Ld
L

 

пуа 

и 

12555
123

12330750

1

1 





 h
L

LL
H

 

пуа. 
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L2dL

h

L1

H

 

Сл. 16 

 

20. 

За тачно решавање овог задатка потребно је знање из кинематике (механике) и елементарно 

знање интегралног рачуна. Стари Кинези нису поседовали ова знања, али су ипак дошли до 

приближног решења користећи линеарну интерполацију. 

Из услова задатка следи да је збир пређених путева тркачког коња и раге у тренутку њиховог 

сусрета био 6.000 лија: 

600021  ss .          (1) 

Брзина тркачког коња је: 

18013)1(131931  ttv ,          (2) 

а раге: 

ttv 5,05,97)1(5,0972  .          (3) 

Пошто је 
dt

ds
v  , интеграцијом се добија пређени пут тркачког коња: 

ttst
t

s 1805,6180
2

13 2

1,0

2

1  ,     (4) 

и раге: 

ttst
t

s 5,9725,05,97
2

5,0 2

2,0

2

2         (5) 
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00 2,01,0  sst . 

Из услова задатка и једначине (1) је: 

60005,9725,01805,6 22  tttt , 

или 

060005,27725,6 2  tt , 

где је позитивно решење: 

t = 15,91614 дана. 

Приближни резултат у оригиналном решењу износи t = 15,706806 дана или 
191

135
15  дана. 

Међутим, овај приближни резултат се такође може сматрати тачним, јер се у условима задатка 

не каже изричито да се брзине тркачког коња и раге мењају линеарно током дана, већ се може 

претпоставити и то да се брзине мењају скоковито сваког наредног дана. Због тога и линеарна 

интерполација даје тачан резултат, јер се може сматрати да се пређени пут не мења по 

параболи, већ по изломљеним правим линијама. Из услова задатка дефинише се само средња 

дневна брзина, а није познато како се она мења током дана. Могу се претпоставити и други 

начини промена брзина током дана, на пример – да се тркачки коњ и рага током ноћи одмарају, 

и томе слично. Због тога су теоријски тачна сва решења у интервалу између 15 и 16 дана.    

 

Сл. 17 

 

После 15 дана тркачки коњ пређе 4.260 лија, а рага 1.402,5 лија. Пређени путеви тркачког коња 

и раге износе  
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241,4534
191

135
38842601 s лија и 759,1465

191

135
5,895,14022 s лија, уколико се сматра да 

је њихова брзина током дана константна. 

 

21. 

Тражени број је N = 3x + 2 = 5y + 3 = 7z + 2. 

Одатле следи да је 3x = 7z , односно .
3

2
z

zx 
 

Нека је ,
3

t
z
 одакле је .73 txtz 

 

Сада имамо да је 5y + 3 = 7.3t + 2. Одатле је  

.
5

1
4

5

3221 





t
t

t
y

 

Можемо увести смену .15  pt  

Сада следи да је )}.15(,...,16,11,6,1{  pt
 

,2373,41  Nxzyt
 

,1284218,256  Nxzyt
 
,2337733,4611  Nxzyt
 

,33811248,6716  Nxzyt
 

… 

.23105735315,421)15(  pNpxpzpypt
 

Тражени број се може написати у облику N = 105.p + 23, где је .Zp  

 

22. 

Може се написати једнакост: 

,10
2

3
10

6

13
 xx

 

одакле је .30x После 30 дана обојица слугу имаће по 55 динара.  

23. 

Овај задатак се израчунава решавањем система три једначине са три непознате. Из задатка 

следи:  
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2 б + 5 о = 13 с + 1000 

3 б + 5 с = 9 о 

6 о + 8 с = 5 б – 600. 

Систем се може преписати у облику  

         2 б + 5 о – 13 с  = 1000 

3 б – 9 о + 5 с = 0 

   – 5 б + 6 о + 8 с = – 600, 

који се системом елиминације трансформише у: 

33 о – 49 с = 3000 

27 о – 49 с = 1800, 

одакле следи решење:  

о = 200, с = 
49

3600
= 73

49

23
, б = 

49

23400
= 477

49

27
. 

 

24. 

Нека особа А има x новчића, особа В има y новчића, а особа С има z новчића. Тада можемо 

формирати систем једначина: 

100
3

1

3

2
 zyx

 

100
2

1

3

2
 zyx

 

,100
3

2

3

2
 zyx

 

чије је решење x = 60, y = 45 и z = 30. 

 

25. 

Дубина воде (Н), испружени лотос (Н +
2

1
) и дужина до места где је око лотоса (сл. 18) образују 

правоугли троугао чија је хипотенуза једнака дужини испруженог лотоса. 

Применом Питагорине теореме добија се: 

2

22

2

1
2 








 HH  



 85 

4

3
3H . 

H

2

0
,5

 

Сл. 18 

 

26. 

Задатак се своди на решавање система једначина: 

222 cba       (1) – Питагорина теорема, 

P
ba




2
,        (2) 

Lcba  .     (3) 

Користећи једначину (1), једначина (3) може се трансформисати у  

 222 baLba  , односно 

02222  abbLaLL .   (4) 

Из једначине (2) добијамо 

a

P
b




2
 и уврштавањем у (4) добијамо квадратну једначину: 

04)4(2 22  PLaLPLa , чија су решења: 

L

PLLPLP
a

4

)2416(4 2422

2,1


 . 
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Након тога може се израчунати прво b као 
a

P2
, а онда и c као 

22 ba  .  

 

27. 

Нека је V запремина резервоара. Претпоставља се да цеви пуне резервоар равномерно (цеви 

пуне резервоар одозго, па у том случају нема утицаја хидростатичког притиска на брзину 

пуњења резервоара). Тада су брзине пуњења резервоара:  

;
11

1

V

t

V
v 

22

2

V

t

V
v   и .

33

3

V

t

V
v   

Када све три цеви пуне резервоар заједно, брзина пуњења је: 

 
T

V
vvv  321 , 

одакле је:  

  11

6

3

1

2

1
1

1

321
321













VVV

V

vvv

V
T

 

часова. 

 

28. 

Користећи почетне кораке претходног задатка, можемо формирати следеће једначине:  

 

,
2

1111

121


Ttt

  (1) 

,
3

1111

231


Ttt

  (2) 

,
4

1111

332


Ttt

  (3) 

чијим се решавањем добија: 

hh

TTT

t
7

3
3

7

24

4

1

3

1

2

1

2

111

2

321

1 







  
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h
Tt

tT
t 8,4

2
7

24
7

24
2

11

11
2 









  

.24

3
7

24
7

24
3

21

12
3 h

Tt

tT
t 









  

Напомена: Уколико би цеви пуниле резервоар одоздо, тада би на брзину пуњења имала утицај 

висина стуба воде у резервоару, која се мења током времена, и задатак би се у том случају 

решавао применим диференцијалног и интегралног рачуна.  

 

29. 

Није тешко овако пребацити пирамиду, једино треба водити рачуна о томе да се парни кругови 

ређају на даљи стубић, а непарни на ближи. Само треба имати довољно времена. Пирамиде 

непарних кругова ређају се на ближи стубић, а парних – на даљи. За премештање свих осам 

кругова треба извршити 255 премештања или, ако се рачуна да је за једно премештање потребна 

једна секунда, за премештање осам кругова треба 4 минута и 15 секунди.  

Ова игра је позната и као кула Ханој, а у западном свету ју је популаризовао француски 

математичар Едуар Лика, о коме ће бити више речи у задатку број 80.  

 

30. 

Број премештања А
n 

која је потребно извршити за премештање n–тог круга, како би се 

образовала пирамида, добија се када се броју премештања А
n–1 

претходног круга дода 1 

(премештање n–тог круга) и поново врати пирамида n–1 круга са А
n–1 

премештања. На тај начин 

је: 

А
1
 = 1, 

А
n+1 

= 1 + 2А
n
. 

Уз помоћ програма Microsoft EXCEL није тешко израчунати А
64

: 

А
64

 = 18446744073709600000 = 1,84467440737096.1019
.
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Можемо израчунати да овај број секунди износи приближно 140 милијарди година. Због тога не 

треба бринути о крају света и о томе да ће свештеници успети да пренесу сва 64 круга. Према 

савременим истраживањима, старост универзума се процењује на приближно 14 милијарди 

година. 

 

31. 

У првом кораку напишимо .02 
a

c
x

a

b
x  

Затим у следећем кораку начинимо квадрат бинома: 

.0
42 2

22











a

c

a

b

a

b
x  

Потом се раздвоје непознате и познате величине: 

.
4

4

42 2

2

2

22

a

acb

a

c

a

b

a

b
x











  

Одавде је .
4

4

2 2

2

a

acb

a

b
x


  

Даље се добијају позната решења: 

.
2

4

22

4

2

2

2

2

1
a

acb

a

b
x

a

acb

a

b
x





  

Овај алгоритам добијања решења познат је као Ал Хорезмијево решење квадратне једначине. 

Иако је индијски математичар Брамагупта 628. године дао само решење опште квадратне 

једначине, овај поступак уз примену непотпуног квадрата даје потпун алгоритам добијања 

решења. 

 

32. 

Овом задатку одговара систем од три једначине са четири непознате. Због тога не постоји 

јединствено решење. Нека је p вредност новца у врећи, а x, y и z – количина новца код трговаца. 

Тада је  

 zyxp  2  

 zxyp  3  

 .5 yxzp   
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Елиминацијом p добијају се две једначине:  

zxy  43  

,633 xzy   

одакле се добија однос z = 5x, односно y = 3x и p = 15x.  

Целобројна решења задатка за најмањи број x = 1 јесу y = 3, z = 5 и p = 15. 

 

33. 

Користећи резултат из другог Архимедовог задатка, израчунајмо суму S
3
 користећи идентитет 

  4423 11464 xxxxx   

и замењујући у том идентитету вредности за x = 1, 2, 3, …, n. Сабирајући тих n једнакости, 

добићемо:  

  .11464
4

123  nnSSS
    

 (1) 

Уврштавајући у (1) да је
 
2

1
1




nn
S  и 

   
6

121
2




nnn
S ,

 
на крају се добија да је: 

 
.

4

1 2

1

22

3 S
nn

S 



 

За n = 10 добија се 552 = 3025. 

 

34. 

Тражени број је N = 7x. 

Број 7x – 1 је дељив са 2, 3, 4, 5 и 6. Како је 60 најмањи заједнички садржалац ових бројева, 

може се написати 

7x – 1 = 60 y, 

или 

 yx 8
7

)14( y
. 

Сада је z
y




7

14
, где је z цео број, па је 4y + 1 = 7z, или 

.
4

13

4

17 





z
z

z
y  
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Сада је ,
4

13
v

z



 где је v цео број, па је 3z – 1 = 4v, или 

.
3

1

3

14 





v
v

v
z  

И сада је ,
3

1
t

v



где је t цео број, па је v = 3t – 1. 

Враћајући се постепено уназад, добијамо: 

1413  tttz  

271314  ttty  

.1760141656  tttx  

Сада можемо узимати вредности за t: 

,1197170  xNxt  

,3017431  xNxt  

,72171032  xNxt  

114171633  xNxt  итд. 

Најмањи позитиван број који задовољава услове задатка је N = 301. Следећи број је 721, па 1141 

и тако редом. Постоји бесконачно много решења. 

 

35. 

Овај задатак се решава у две етапе. У првој етапи се мерењем најпре одреди висина планине. 

Због тога погледајмо сл. 19. Познате величине су  А
1
,  А

2
 и d. 

FNB

T

l d

A
1

A
2

h

 

Сл. 19 
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Коришћењем познатих тригонометријских односа можемо написати да је: 

,sin 2ANTh             (1) 

,cos 2ANTl             (2) 

,sin 1AFTh            (3) 

.cos 1AFTdl       (4) 

Једначина (4) може се написати као  

,
sin

cos

sin

cos

1

1

2

2

A

A
hd

A

A
h   

одакле је 

 
.

sin

sinsin

12

21

AA

AAd
h




  

Пошто смо одредили висину планине h, сада можемо прећи на другу етапу, а то је одређивање 

закривљености Земље. Погледајмо сл. 20. Овде су познате величине  А
3
 и h.  

 

h
R

R

A
3

A3

 

Сл. 20 

 

Коришћењем тригонометријског односа можемо написати да је  



 92 

,cos 3A
hR

R


  

одакле је 

.
cos1

cos

3

3

A

Ah
R




  

Овај поступак у одређивању полупречника Земље користио је Бируни и добио је вредност која 

је веома тачна: R = 6335,725 km, што је унутар грешке од 1%.  

 

36. 

За време четири скока пса лисица изврши пет скокова, тако да за један скок пса лисица начини 

4

5
 скока. Дужина једанаест скокова лисице износи колико и седам скокова пса; дакле, дужина 

једног скока лисице износи 
11

7
 псећег скока. 

За време једног скока пса лисица пређе растојање од  
44

35

11

7

4

5
  његовог скока. Путеви које 

пређу пас и лисица стоје у односу 44:35. То значи да када лисица пређе 35 својих скокова, пас 

пређе растојање од 44 лисичјих скокова, а разлика износи 9 лисичјих скокова. Пошто је лисица 

на почетку била за 36 скокова испред пса, онда пас мора начинити 4
9

36
  пута 44 лисичја скока 

да би је стигао. За то време лисица изврши 4.35 = 140 својих скокова.  

 

37. 

Овај Хајамов задатак се своди на решавање кубне једначине, чија се општа решења разматрају 

касније (види Карданову формулу). Хајам је кубну једначину решио геометријски – као пресек 

правоугаоне хиперболе и круга. 

,
c

ab
ahac c 

 

,2 abacc 
 

,2222 abbaaba 
 

,0222 2
3

2

4

 abb
a

b

a

b
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,Kba 
 

  ,0222 232  KKKb
 

.543689,1K  

Ако претпоставимо да је а = 1, добијамо следеће решење:
 

,1a
 

,543689,1 Kab
 

,8392867,122  bac
 

.8392867,0
c

ab
hc

 

Вредност за а може бити било који реалан број. 

 

38. 

Нека је угао α одређен страницама AB и AC и нека је угао β суседни угао углу α, одређен 

страницама AC и AD. Нека је тачка Е на правој АB таква да је DЕ нормална на АB. 

Ако посматрамо троугао АBD, знајући дефиниције sin и cos, добијамо да је: 

 
DA

ED
 sin

 

и да је  

  .cos
DA

AE
   

Нацртајмо сада праву DF нормалну на AC, праву FG нормалну на AB, и праву FH нормалну на 

ED (F припада правој АC, H припада правој DЕ и G припада правој АB). 

Погледајмо сл. 21.  

 

Сл. 21 
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На слици можемо видети да је угао HDF једнак углу α (на основу познате геометријске теореме 

о једнакости углова са нормалним крацима). Такође је ED = GF + HD. 

Знајући претходне чињенице, следи да је: 

  .sincoscossinsin  
DA

FD

FD

HD

DA

AF

AF

GF

DA

HD

DA

GF

DA

ED
 

 

39. 

Овај задатак је сличан задатку о броју година живота на Диофантовом епитафу. Може се 

написати следећа једначина: 

,6
10356

x
xxxx

  

чије је решење x = 30.  

 

40. 

Баскара свакој страни једначине додаје 14004 2  xx , са напоменом да је за решавање овог 

задатка „потребна довитљивост“. Сада добијамо: 

,100004004140044002 2224  xxxxxxx  

,10000400412 224  xxxx  

    ,10021
222  xx  

,100212  xx  

,09922  xx  

.911 21  xx  

Негативно решење Баскара не разматра. 

 

41.  

После другог месеца биће два пара зечева. После три месеца приплод ће дати само први пар, 

тако да ће бити укупно три пара зечева. На крају четвртог месеца приплод дају два пара, што 

укупно, са претходна три пара, износи пет парова зечева.  
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На тај начин долазимо до закључка да је број парова зечева на крају сваког месеца једнак збиру 

парова из претходна два месеца. Може се написати рекурзивна формула низа:  

,21   nnn FFF  

која даје чланове Фибоначијевог реда: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, … 

На тај начин можемо израчунати и ,14412 F  тако да после дванаест месеци имамо 144 парова 

зечева.  

 

42.  

Како бисмо решили овај задатак, погледајмо сл. 22.  

A

R

R

R

Сл. 22 

 

Из површине великог правоуглог троугла следи да је његова површина: 

    ,162480
2

1
480162

2

1 22  RARP
     

(1) 

одакле следи да је  

 

 
.

162480

480162

22 




R

R
A

     

(2) 

Из сличности троуглова имамо следећи однос: 
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,
16162 


 R

R

R

A
 

одакле следи да је  

      

 
.

16

162






R

RR
A

     
(3) 

Уврштавајући (3) у (2), добијамо 

   

 
,

162480

480162

16

162
22 








R

R

R

RR
 

или 

    ,16248016480
22  RRR  

односно, после сређивања добијамо: 

.036864007372800256644 234  RRRR  

Ову полиномну једначину четвртог степена можемо нумерички решавати, при чему се добија 

да је R ≈ 117,840 пуа.  

 

43. 

Погледајмо сл. 23. Око троугла АВС описана је кружница полупречника R. CA’ = 2R је 

пречник. Знамо да су периферни углови над истом тетивом ВС = а једнаки, тј. α =  ВАС =  

ВА'C, те да је периферни угао  СВА' над пречником СА' – прав. У правоуглом троуглу А'BC 

имамо 
R

a

2
sin  , одакле је 

sin
2

a
R  . Аналогне вредности добијамо и за углове β и γ. 

 

Сл. 23 
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44. 

Овај задатак се своди на решавање система две линеарне једначине са три непознате: 

,100 zyx          (1) 

.100
3

37 
z

yx
      

(2) 

Ако једначину (2) помножимо са 3, добија се: 

,100 zyx  

.300921  zyx  

Одузимањем ове последње две једначине и елиминацијом z добија се: 

.200820  yx  

Нека је сада .dxy   

Можемо написати: 

  ,200820  dxx  

,820028 dx   

.
28

832
6

d
x


  

За d = 4 добија се x = 6, y = 10 и z = 84. 

 

45.  

Према условима задатка можемо написати следећу једначину:  

.
a

b

b

ba



 

Ако је a = 1, добија се једначина ,012 bb чија се решења 618,1
2

51
1 


 b

 
и 

618,0
2

511
1 





b  називају коефицијентима златног пресека. 

 

46. 

Када Земља престиже спољну планету, рецимо Марс, она привремено на небу промени смер 

кретања и креће се ретроградно.   



 98 

Уколико претпоставимо постојање хелиоцентичног система у коме се планете окрећу око 

Сунца, видимо да положај тела на небеској сфери зависи од пројекције правца који чине Земља 

и задато небеско тело. Зависно од годишњег кретања Земље по орбити око Сунца, а која се 

брже креће по путањи него спољне планете, мењају се смерови кретања спољних планета на 

небеској сфери. Тако на сл. 24 имамо пложаје 1, 2, 3 и 4. Због међусобног положаја Земље и 

спољне планете, на делу од 2 до 3 може се видети због чега се спољне планете ретроградно 

крећу. 

4 2 3 1

 

Сл. 24 

 

47. 

Прво уводимо смену ,
a

b
yx   како би се кубна једначина (1) свела на следећи облик: 

,0233  qypy    (2) 

где су 
2

2

a

b

a

c
p   и .322

23

3

a

d

a

bc

a

b
q   

Сада уводимо смену 
u

p
uy 

 
и уврштавајући је у (2), добијамо ,02 336  puqu  одакле је 

.323 pqqu   Одавде је .
3 32

3 32

pqq

p
pqqy



  Ако се бројилац и 

именилац другог сабирка помноже са  

,3 32 pqq    
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и имајући у виду да је израз са u симетричан у односу на знаке плус и минус, добија се 

,3 323 32 pqqpqqy   

јер је производ кубних корена у последњем изразу једнак p.  

Последњи израз представља Карданову формулу. 

 

48. 

Множењем чинилаца добија се идентитет: 

.0)()())()(( 23  abcxbcacabxcbaxcxbxax  

 

49. 

Приликом слободног пада почетна брзина је v
0
 = 0.  

Брзина се у времену мења линеарно: v = g.t, где је t – време, а g – убрзање Земљине теже, тј. 

убрзање слободног пада.  

Пређени пут код равномерно убрзаног кретања зависи од времена по квадратној функцији:  

,
2

0

2

0 tv
tg

ss 


  

где је s – s
0
 = h и v

0 = 0. 

Одатле следи да је: 

,222 tgv   

,
22

22

g

vtg
h







     

(1) 

.2 hgv 
     

(2) 

Време за које тело падне не зависи од масе тела, јер је из једначине (1): 

.
2

g

h
t


  

Напомена: У овим обрасцима није урачунат отпор ваздуха. 

 

50. 

Једначина елипсе у општем облику је: 
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,1
2

2

2

2


b

y

a

x
 

где су a и b полуосе елипсе. Својство елипсе је следеће: 

,222 cba   

где је 2с – растојање између жижа. 

У овом задатку је .512242  cbb  

Одатле је ,13512 2222 a  па једначина елипсе гласи: 

.1
1213 2

2

2

2


yx

 

 

51. 

,01203076194 234  xxxxx  

      ,043041943  xxxxx  

    ,030194 3  xxx  

    ,030109334 223  xxxxxx  

      ,010334 2  xxxx  

        .05234  xxxx  

 

52. 

Аналогно другом Архимедовом задатку, треба користити следећи идентитет: 

  15101051 23455  xxxxxx  

и сабирати једначине за вредности x = 1, 2, 3, …, n. 

Тада се добија: 

.510105 5

1234 nnSSSS             (1) 

Користећи резултат из другог Архимедовог задатка, као и Ал Карађијев задатак, претходно 

израчунајмо суму S
3
 користећи следећи идентитет: 

  ,11464 4423 xxxxx   

  ,11464
4

123  nnSSS  
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 
.

4

1 2

1

22

3 S
nn

S 


        (2) 

Узимајући у обзир да је  

 
2

1
1




nn
S   

и  

   
6

121
2




nnn
S , 

те уврштавајући резултат (2) у (1), добија се: 

       
,

2

1
5

6

121
10

4

1
105 5

22

4 nn
nnnnnnn

S 








  

одакле произлази тражени резултат: 

     
.

30

133121 2

4




nnnnn
S  

 

53. 

Према услову задатка,  

.2 22 ACAB                  (1) 

Када повучемо тетиве NA и NB и продужимо их до пресека у тачкама K и M, са продуженим 

странама CD (сл. 25), налазимо да је  

.
LB

DM

EL

CD

AE

KC
           (2) 

K DC
M

N

BLEA

 

Сл. 25 
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Из сличности троуглова AKC и BDM произилази 

                 
,

DM

AC

BD

KC
                      (3) 

али како је  

,ACBD   

на основу тога је  

.22 222 CDABACDMKC       (4) 

Замењујући у изразу (4) KC, DM и CD величинама које су им пропорционалне из израза (2), 

добијамо  

.2 2ELBLAE       (5) 

Пошто је  

,ELABBEAL   

тада је 

 ELABELABBEALBEAL 22 2222  

 ,222 22 ELABBLAEABELABBLAEAB   

одакле је  

,222 ABBEAL   

јер однос  

ELAMBLAEBEAL   

проистиче из идентитета 

      .ELLBELAEBLAELBELELAE   

 

54.  

Блез Паскал је требало да реши овај задатак 1654. године. Он је рачунао да први играч у сваком 

случају има право на половину улога, јер би улог требало поделити на једнаке делове и када би 

други играч добио следећу партију. Међутим, први има право на још четвртину улога зато што 

оба играча имају подједнако право на другу половину. Отуда, први од њих треба да добије три 

четвртине улога, а други – једну четвртину улога.    
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55. 

Кружна фреквенција осцилаторног кретања је ,
2

T


   где је Т – период осциловања. 

 

Сл. 26 

 

Из једначина кретања имамо да је: 

,xkam   

,02  xa   

.
m

k
  

За математичко клатно имамо да је: 

.sinsin
L

x
kgm    

Одатле следи да је ,Lkgm   односно .
L

g

m

k
  

Период осциловања математичког клатна је тада: 

.2
g

L
T   

Напомена: Ови обрасци занемарују отпор ваздуха и трење. 
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56. 

Нека је x број тражених волова, y – маса траве на једном хектару било које ливаде, и z – 

количина траве која нарасте на једном хектару за недељу дана. Тада количина траве коју поједе 

12 волова за 4 недеље са 
3

1
3 хектара износи: 

,
3

1
34

3

1
3 zy   

а количина траве коју поједе један во за недељу дана са те ливаде износи 

 
 

.
1243

410
124

3

1
34

3

1
3















zy
zy

 

Исто тако, количина траве коју један во поједе за недељу дана са друге ливаде износи  

 
,

219

910



 zy

 

а са треће је  

 
.

18

1824

x

zy





 

Пошто се количине траве које на различитим ливадама поједе један во за недељу дана не 

разликују, тада су могуће две једначине са три непознате: 

   
,

219

910

1243

410








 zyzy

          
(1) 

   
.

18

1824

219

910

x

zyzy 






         
(2) 

После сређивања, једначине (1) и (2) се своде на  

zy 12           (3)  

и  

.2268126455 zyxzxy         (4) 

Из (3) се види да је 

.12
z

y

 

Дељењем са z, једначина (4) се своди на  

.2268126455 
z

y
x

z

y
x

       
(5)
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Када у једначину (5) ставимо 12 уместо 
z

y
, она се трансформише у  

,226815124560  xx  

чије је решење x = 36, а то значи да толико износи тражени број волова.  

 

57. 

Ако квадрирамо овај израз, добијамо: 

,6313131231  iiii

 
одакле добијамо да је 

.63122 
 

 

58. 

Бернулијева неједнакост се може доказати применом принципа математичке индукције: 

за N = 1 добија се   ,111
1

xx  што је тачно;  

ако претпоставимо да је N = k, тада је   ,11 xkx
k

 односно 

       ,1111 xkxxx
k

 за (1 + x) ≥ 0, 

  ,11 21
xkxkxx

k




 

    ;111 21
xkxkx

k




 

пошто је ,11 2  xk  онда неједнакост вреди и за N = k + 1.  

 

59. 

Доказ се изводи применом принципа математичке индукције: 

очигледно је да формула важи за n = 1;  

ако претпоставимо да је формула тачна за n, онда за n + 1 добијамо 

         sincossincossincos
1




inini
n

 

            sincoscossinsinsincoscossincos
1




nninni
n  

      ,1sin1cossincos
1

 


nini
n

 

што је и требало доказати.  
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60. 

За један дан муж попије 
14

1
 флаше кваса, а за 10 дана 

14

10
. Значи, за 10 дана жена попије 

14

4
 

флаше. Пропорцијом се добија да целу флашу жена испије за 3510
4

14









дана.  

 

61. 

Претходно наведимо идентитет  

 
,

1

11

1

1




 kkkk  

чија је сума првих N чланова: 

.
1

1
1

1

11
...

4

1

3

1

3

1

2

1

2

1

1

1










































NNN
S N  

Збир свих разломака облика
  1

1

1



M

N
 у том случају је: 

......
5

1

5

1

5

1
...

4

1

4

1

4

1
...

3

1

3

1

3

1
...

2

1

2

1

2

1
432432432432




































S    (1) 

Сума геометријског реда је  

 
.

1

1

1
1

1

...
111 2

0
432 NN

N

N

NNN
sN


















     (2) 

Уврштавањем (2) у (1) добија се: 

 
,

1

1
...

43

1

32

1

21

1













NN
S  

.
1

1
1

1

11
...

4

1

3

1

3

1

2

1

2

1

1

1







NNN
S

 

.1 SN  

Збир свих разломака облика
  1

1

1



M

N  

је 1. 
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62. 

Користећи замену ,pxy   имамо 

    ,
xxp pxx   

или  

.1 px p 
 

Из овога следи 

,1

1

 ppx  

.1 p

p

py  

Замењујући ,
1

1
k

p



 налазимо одговор: 

k

k

k
x 







 


1
 

,
1

1








 


k

k

k
y  

где је k ма који цео број (изузев 0 и –1).  

 

63. 

Ако се обале реке Прегел и острва узму за чворове, а мостови за гране графа, добија се граф 

који је приказан на слици 27. Он садржи четири чвора непарног степена. Да би се мостови 

прешли само једанпут и потом вратили у почетну тачку, број непарних чворова мора бити 

највише два. Зато овај задатак нема решења. 

 

Сл. 27 
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64. 

Прво треба да се упознамо са латинским квадратима. Ако квадрат 4 х 4 испунимо словима a, k, 

d и ž тако да се у сваком реду и колони слова не понављају, добићемо једно решење које је 

приказано на сл. 28. 

a k   d ž 

k d ž a 

d ž a k 

ž a k d 

Сл. 28 

 

Друго решење (са бојама карата) приказано је на слици 29: 

 

К С Л Д 

Л Д К С 

Д Л С К 

С К Д Л 

Сл. 29 

 

Преклапањем ова два латинска квадрата добијамо коначно решење, које је дато на сл. 30: 

 

aК kС dЛ žД 

kЛ dД žК aС 

dД žЛ aС kК 

žС aК kД dЛ 

Сл. 30 

Ово је само једно од решења. 
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65. 

Размотримо сл. 31: 

R
a

b

c

D

K
E

C

O

B

A

 

Сл. 31 

 

На сфери са центром у О узмимо сферни троугао АВС са странама a, b и c. Спојимо темена 

сферног троугла А, В и С са центром сфере О полупречницима ОА = ОВ = ОС = R. Спустимо из 

темена С нормалу СЕ на раван АОВ. Из тачке Е у равни АОВ повуцимо нормале ED и EK на 

полупречнике ОА и ОВ. 

Централни углови COK, COD и KOD бројно су једнаки луковима a, b и c. Угао А сферног 

троугла АВС једнак је углу диедра CDE, и исто тако су једнаки и сферни угао В и равни угао 

CKE. Примењујући познате релације за равне троуглове, могу се добити формуле које повезују 

углове и стране сферног троугла: 

,sinsinsin BaRBCKEC 
 
,sinsinsin AbRACDEC   

одакле следи да је  

.
sin

sin

sin

sin

B

b

A

a


 

Преостале формуле (за с и С) могу се добити из аналогних конструкција и разматрања.  
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66. 

Развијањем леве стране једначине добијамо:  

 ,222222222222222222 ZCZBZAYCYBYAXCXBXA   

а развијањем десне стране добијамо: 

     22222222222
222 XCAZCXZAXBAYBXYAZCCZBYAXBYAX  

 2222222222 2222 ZCBYCZAXCZYBAXBYXAYCBZCYZB  

 222222222222 222 YCBZCYZBXCAZCXZAXBAYBXYA  

,222222222222222222 ZCZBZAYCYBYAXCXBXA   

одакле се може видети да је лева страна једначине једнака десној.  

 

67. 

Потребно је доказати да је  

2.4.6…1600 > 40.(1.3.5…1599). 

Гаус је написао неједнакост у облику  

,
40

1

1600

1599

6

5

4

3

2

1
  

а затим је увео 

.
1600

1599

6

5

4

3

2

1
x  

Како је  

,
1601

1600

1600

1599
,,

7

6

6

5
,

5

4

4

3
,

3

2

2

1
  

множењем ових неједнакости, мали Гаус је добио да је  

.
1601

1

1601

1600

7

6

5

4

3

2

1600

1599

6

5

4

3

2

1

x
x   

Из добијене неједнакости 
x

x
1601

1
  следи да је 

,
1600

1

1601

12 x  

одакле је ,
40

1
x чиме је доказ завршен.  
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68. 

Према горњем објашњењу годишње паралаксе, можемо нацртати следећу сл. 32, где је P – угао 

паралаксе, AU – средњи радијус Земљине орбите, а L – растојање до звезде некретнице. 

JANUARJUL

L

P

AU

                         

Сл. 32 

 

Са сл. 32 можемо видети следећи однос: .
L

AU
tgP 

 
Одавде следи да је: 

 
,000.000.000.930.30

00000485,0

000.000.150

''1

000.000.150
km

km

tg

km

tgP

AU
L   

што износи приближно 3,27 светлосних година.  

 

69. 

   
,

11

2222

1

4
2 




 xx

xx

x

x
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 
   

 
   

,
11

12

11

12

1

4
2 









 xx

x

xx

x

x

x

 

.
1

2

1

2

1

4
2 





 xxx

x

 

 

70. 

За доказ ћемо користити принцип математичке индукције. 

За N = 1 и N = 2 израз се своди на Еуклидов задатак из ове збирке.
 

Ако претпоставимо да израз важи за било које N, онда треба доказати да он важи и за N + 1. 

Означимо ли да је а
N+1 

највећи број у низу а
1
, а

2
, ... , а

N
, тада налазимо да је и  

,
...21

1 N
N

N M
N

aaa
a 




 

,
1

...
1

121


 



N

N M
N

aaa

 

.01  EEMa NN

 
Из ових односа налазимо да је  

,
11

1
1







 


N

E
M

N

aMN
M N

NN
N

 

        




















 ...
1

1
1

1

1

1

1
N

E
MNM

N

E
MM

N

N

N

N

N

N

N

N

 

          ,1

1




 N

N

NN

N

N

N

N

N

N aMEMMEMM
 

одакле је  

    .1

1

1 



  N

N

N

N

N aMM
 

Али како је  

,...1
1211


  N

NN aaaM
 

тада је 

,...
1

...
1

121

121 


 



N

NN

NN aaaa
N

aaaa

 

што је и требало доказати.
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71. 

Није тешко доказати да највише 4 тачке у равни могу бити спојене помоћу непресецајућих 

линија. Међутим, проблем са 6 тачака такође има решење, ако се послужимо малим триком 

заснованом на тзв. Мебијусовој траци.   

Мебијусова трака се може добити ако се један крај правоугаоне траке заокрене за 180° и затим 

се њени крајеви споје. Ова трака поседује веома занимљиву особину – има само једну страну! У 

ово се можемо уверити ако повлачимо линију не одвајајући оловку од Мебијусове траке: стићи 

ћемо у полазну тачку, а да смо притом трасирали целу траку.  

Спајање 6 тачака дато је на слици 33. Приказану правоугаону траку треба уврнути за 180° и 

затим спојити. На тај начин ће линије означене словима a, b, c, d и e бити спојене и ниједан пар 

спојница неће се сећи.  

b

e

d

c

a

e

d

c
b

a

 

Сл. 33 

 

72. 

Нацртајмо правоугаоник са суседним страницама a + y и b + x. Страницу a + y поделимо на 

делове a и y, а ону x + b поделимо на x и b. Тај правоугаоник се састоји од два правоугла 

троугла површине 
2

ab
, потом од два правоугла троугла површине 

2

xy
, и од паралелограма 

суседних страница 22 ba  и 22 yx   (из Питагорине теореме) (види сл. 34).  
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y

x
b

(x^2+y^2)^0,5

(a^2
+

b
^2

)^0
,5

a

 

Сл. 34 

 

Површину паралелограма добијамо када се од површине правоугаоника одузму површине 

троуглова, па је  

    ,
2

2
2

2
xyab

xbyaP 
 

,xyabxybyaxabP 
 

.byaxP 
 

С друге стране, од свих паралелограма са суседним страницама дужина 22 ba  и ,22 yx 
 

највећу површину имаће правоугаоник. Површина паралелограма је ,2222 yxba   па је 

,2222 yxbabyax 
 
односно: 

     .22222
yxbabyax 
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73.  

За сабирање добијамо вредности: 

1 + 1 = 1 

1 + 0 = 1 

0 + 1 = 1 

0 + 0 = 0. 

За множење се добија: 

1 х 1 = 1 

1 х 0 = 0 

0 х 1 = 0 

0 х 0 = 0. 

Ово представља операције ИЛИ и И са логичким исказима. 

 

74. 

На првој ливади косили су сви косачи до подне, а половина косача косила је другу половину 

дана, из чега произилази да су за други део дана покосили 
3

1
 ливаде. 

Ако за јединицу усвојимо површину веће ливаде, онда ће површина мање ливаде бити 
2

1
 

јединице.  

Из овога следи да је на мањој ливади остала непокошена 
6

1

3

1

2

1
  ливаде, коју је покосио 

један косач за дан, а то је средња дневна продуктивност сваког косача.  

За један дан косачи су покосили 
3

4

3

1
1   од укупне површине ливада. Косача је укупно било: 

8
6

1
:

3

4
  (људи). 

 

75. 

Вода ће се хладити! Са површине воде ће у влажан ваздух, који још може да апсорбује влагу, а 

због концентрационе неравнотеже између воде и влажног ваздуха, доћи до испаравања 
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(хлапљења) воде. Топлота промене фазе (прелазак воде из течног у гасовито стање) која је 

потребна за испаравање воде добиће се за рачун хлађења воде. Тако ће се температура воде 

снижавати све док се влажан ваздух не засити. 

 

76. 

Очигледно је да је 70 највећи број пирата који су изгубили и око, и ухо, и руку, и ногу.  

Најмањи број пирата који су изгубили само око и ухо је: 

100 – (100 – 70) – (100 – 75) = 100 – 100 + 70 – 100 + 75 = 45. 

Настављајући, најмањи број пирата који су изгубили и око, и ухо, и руку је: 

100 – (100 – 45) – (100 – 80) = 100 – 100 + 45 – 100 + 80 = 25. 

И на крају, најмањи број пирата који су изгубили и око, и ухо, и руку, и ногу је: 

100 – (100 – 25) – (100 – 85) = 100 – 100 + 25 – 100 + 85 = 10.  

 

77. 

Миља на равном односи 
4

1
сата, узбрдо 

3

1
, а низбрдо 

6

1
. Стога, одлазак и повратак по истој 

миљи, без обзира на то да ли је по равном или узбрдо, односи 
2

1
 сата. Одатле следи да су 

путници за 6 сати прешли 12 миља у одласку и 12 миља у повратку. Ако је готово свих 12 миља 

у одласку било по равном терену, онда би им требало нешто више од 3 сата; ако би све пређене 

миље биле по узбрдици, онда би им требало нешто мање од 4 сата. Одатле 
2

1
3  сата мора да има 

одступање од 
2

1
сата времена потребног да стигну до врха. Тако, путници су прешли 24 миље, а 

на врх су стигли око пола седам. 

 

78. 

Мала (сатна) казаљка на сату направи цео круг за 12 сати, а велика (минутна) – за 1 сат. Тако се 

велика казаљка креће 12 пута брже од мале. За један минут велика казаљка пређе 6°, а мала 

пређе 0,5°. После тачно 6 сати мала казаљка ће се померити за 180°, док ће велика остати на 

истом месту, начинивши при томе 6 пуних кругова. Како би казаљке биле под истим углом, тај 

угао мора бити 90°.  
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Можемо формирати једначину: 

,9065,030  ttx
 

где је x – број сати (целобројна променљива), а t – тачан број минута који показује велика 

(минутна) казаљка. 

Решавањем по x добија се: 

.
60

11
3 tx 

 

За t = 0 добија се x = ±3, односно 3 или 9 сати. 

За }
11

60
,...,

11

180
,

11

120
,

11

60
{ kt 

 
добијају се вредности међусобног угла од 90°. За k = 5 добија се 

вредност x = 8 и x = 2. У том случају је min
11

3
27min

11

300
t , па је тачно време 8 сати и 

27 min
11

3
. Након што протекне шест сати биће 2 сата и 27 min

11

3
, а казаљке ће бити под правим 

углом.  

 

79. 

Нека су младићи A, B, C и D, а њихове девојке a, b, c и d. 

Превеславања у чамцу су следећа: 

 Прва обала  Острво Друга обала 

1. АBCDcd  ab 

2. ABCDacd  b 

3. BCDcd  b  Aa 

4. ABCDcd  b  a 

5. CDcd   b  ABa 

6. BCDcd  b  Aa 

7. BCD   bcd  Aa 

8. BCDd   bc  Aa 

9. Dd   bc  ABCa 

10. Dd   abc  ABC 

11. Dd   b  ABCac 

12. BDd   b  ACac 
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13. d   b  ABCDac 

14. d   bc  ABCDa 

15. d      ABCDabc 

16. Dd     ABCabc 

17.      ABCDabcd 

Седамнаест је најмањи број превеславања. Болдираним је означено место где се налази чамац 

после превеславања.       

 

80. 

Једначини nnn xxx   12  одговара карактеристична квадратна једначина ,12  tt  односно 

,012  tt  чија су решења .
2

51

2

51
21





 tt  

Опште решење има тада облик .
2

51

2

51
21

nn

n CCx












 














 


 

Из услова 11 21  xx  следи да је  

,
2

51

2

51
1 21





 CC

 

,
2

51

2

51
1

2

2

2

1 











 














 
 CC

 

одакле је 
5

1
1 C  и 

5

1
2 C . 

На тај начин се добија да је n–ти члан Фибоначијевог низа: 

.
2

51

2

51

5

1



























 














 


nn

nx  

 

81. 

Претпоставимо да је скуп реалних бројева пребројив. Тада се сваки такав број може написати у 

облику бесконачног децималног разломка и сви реални бројеви могу бити записани у низу 

..., 1312111 cccc
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..., 2322212 cccc
 

..., 3332313 cccc
 

...... 

Нека је d
1 

произвољан цели број различит од c
1
, d

2 
– произвољна цифра различита од c

21
, d

3
 – 

произвољна цифра различита од c
32

, итд. Тада је реални број  

..., 321 ddd
 

различит од бројева у нашем низу, чиме смо дошли до контрадикције. Према томе, скуп 

реалних бројева не можемо поређати у низ, па је он стога непребројив.   

 

82. 

Папирни круг треба пресавити као на сл. 35.  

21
,2

15

    Сл. 35 

 

Растојање између крајњих тачака круга у том случају износи .2,21215 mmmm   На тај начин 

се кроз отвор величине 15 mm може провући новчић пречника 20 mm.  
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83. 

Решење добијено на први поглед – да треба ићи по дијагонали, па страницом – нетачно је. Како 

бисмо добили тачно решење, треба развити омотач собе, као на сл. 36.  

b

c

a

H3

H2

H1

CC

 

Сл. 36 

 

Јасно је да најкраћи пут зависи од односа страница. Он је: 

  
22

1 cbaCH    22

2 bcaCH   .22

3 cbaCH 

 
Ако је а > b и а > c, онда је најкраћи пут .1CH

 
Ако је b > a и b > c, онда је најкраћи пут .2CH

 
Ако је c > b и c > a, онда је најкраћи пут .3CH

  

84. 

Положај пароброда у каналу приказан је на сл. 37. 

Пароброди В и С се повлаче назад (удесно), а пароброд А одлази у залив.  

Тада пароброди D, E и F пролазе мимо пароброда А, а потом пароброд А излази из залива и 

наставља својим путем (улево).  
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Затим се пароброди D, E и F враћају на почетни положај, а пароброд В одлази у залив и 

понавља се све као и код пароброда А. На тај начин пароброди В и потом С могу наставити свој 

пут. 

 

Сл. 37 

 

85.  

Одговор „из прве“ – седам – није тачан. Треба урачунати и пароброде који су кренули за Авр, а 

који су већ на океану. У тренутку када пароброд креће из Авра, на путу се налази 8 пароброда 

(један од њих улази у Авр, а други управо креће из Њујорка). Наш пароброд ће на свом путу 

срести све те бродове. Осим тога, током седам дана пута компанија ће отправити још 7 бродова 

(последњи управо у тренутку када онај из Авра долази у Њујорк). И све њих сусреће наш 

пароброд. Дакле, тачан одговор је – 15 пароброда компаније. На тај начин наш брод сусреће 

бродове исте компаније тачно у подне и у поноћ.  

 

86. 

Брод у средини има црни димњак и креће у 8 сати. Пошто грчки брод креће у 6 сати, енглески у 

9, шпански у 7, а брод за Ђенову креће у 5, брод у средини може бити само бразилски који 

плови за Манилу. 

Француски брод је лево од брода са кафом, тј. од грчког брода. Пошто је крајњи брод са 

кукурузом, који је поред брода са пиринчем, можемо имати следећи редослед: 

француски  плави  чај (какао) 5 Ђенова 

грчки    црвени кафа   6 Хамбург 

бразилски   црни   какао (чај) 8  Манила 

енглески  бели  пиринач 9 Марсеј 

шпански  зелени  кукуруз 7  Порт Саид 
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За Порт Саид иде шпански брод. Чај носи француски брод. Чај такође може да носи и бразилски 

брод, јер се реч десно у реченици „Десно од брода који носи какао је брод који плови за Марсеј“ 

може везати за оба брода.  

 

87. 

Прекидачи у струјном колу морају бити везани у редну или паралелну везу.  

За сабирање имамо следеће вредности: 

1 + 1 = 1 

1 + 0 = 1 

0 + 1 = 1 

0 + 0 = 0. 

Вредности напона на крајевима струјног кола одговарају паралелној вези прекидача (види сл. 

38). 

 

Сл. 38 

 

За множење се добија: 

1 х 1 = 1 

1 х 0 = 0 

0 х 1 = 0 

0 х 0 = 0. 

Вредности напона на крајевима струјног кола одговарају редној вези прекидача (види сл. 39). 
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Сл. 39 

 

88. 

У првом мерењу је доктор Шарадек упоређивао тежине 8 новчића (4 + 4). Уколико вага 

показује равнотежу, тих 8 новчића је исправно, а лажни новчић се налази међу преостала 

четири. Тада се у другом мерењу мере 4 новчића (2 + 2), али тако да на једној страни буду два 

од четири преостала новчића, а на другој страни – један преостали и један исправан новчић. 

Уколико вага и даље показује равнотежу, лажан је преостали новчић, а у трећем мерењу се 

може одредити да ли је он лакши или тежи, уколико га у мерењу поредимо са било којим 

исправним новчићем.   

Ако у другом мерењу вага показује да су два од четири „фалш“ новчића лакша (или тежа), у 

трећем мерењу треба да упоредимо та два новчића: ако су им тежине једнаке, лажни новчић је 

онај трећи, и то лакши или тежи, већ у складу са резултатом другог мерења. Ако вага у трећем 

мерењу није у равнотежи, онда из другог мерења знамо да ли је „фалш“ новчић лакши или 

тежи. У зависности од тога можемо после трећег мерења одредити који је лажан новчић. 

Ако после првог мерења вага није у равнотежи, треба да запамтимо који су новчићи тежи, а 

који су лакши, и тада у другом мерењу меримо 6 новчића (3 + 3), али сада два иста новчића од 

прва три потичу из првог мерења, док је трећи заменио место са једним новчићем из друге 

групе измерених. Друга три новчића чине један исправан новчић (од преостала четири), један 

из првог мерења и један са замењеним местом. Уколико после другог мерења вага остане у 

истом положају, треће мерење је упоређивање два новчића од она три из првог мерења, за која 

знамо да су тежи (или лакши). Уколико и тада вага није у равнотежи, знамо да је тежи новчић – 

„фалш“. Ако је пак вага у равнотежи, „фалш“ новчић је лакши, и то онај који је остао 

непромењен у другом мерењу. 



 124 

Ако после другог мерења вага промени страну која претеже, онда „фалш“ новчић бива један од 

она два која су заменила места. Затим у трећем мерењу узимамо исправан новчић, као и један 

од она два за које смо већ утврдили који је од њих лакши, а који је тежи. Ако је у трећем 

мерењу вага у равнотежи, неисправан је онај „фалш“ новчић који није мерен у трећем мерењу.  

Ако је после другог мерења вага у равнотежи, онда из трећег пута меримо два новчића из исте 

групе која су одстрањена у другом мерењу. Ако је и у трећем мерењу успостављена равнотежа, 

„фалш“ новчић је тада онај трећи за који смо већ утврдили да ли је лакши или тежи. Ако у 

трећем мерењу, међутим, вага није у равнотежи, „фалш“ новчић је онај за који знамо да је тежи 

(или лакши, у зависности од тога из које групе потиче).  

 

89. 

Број 36 може се раставити на три чиниоца, и то на осам начина: 

36 = 1.1.36   1 + 1 + 36 = 38 

36 = 1.2.18  1 + 2 + 18 = 21 

36 = 1.3.12   1 + 3 + 12 = 16 

36 = 1.4.9   1 + 4 + 9 = 14 

36 = 1.6.6   1 + 6 + 6 = 13 

36 = 2.2.9   2 + 2 + 9 = 13 

36 = 2.3.6   2 + 3 + 6 = 11 

36 = 3.3.4   3 + 3 + 4 = 10. 

У другој колони дати су збирови чинилаца. Како је саговорник знао само збир година (јер је 

видео број куће), очигледно је да је до дилеме могло доћи само у случају када је збир чинилаца 

био 13. Чињеницом да старија ћерка свира клавир елиминише се комбинација 1, 6, 6. Према 

томе, две девојчице имају по две године, а трећа има девет година.  

 

90. 

Нека је 

     222  nnnnnf
 

  442  nnnnf
 



 125 

    311  nnnnf
 

   11  nfnnf
 

     2111  nfnnnf
 

      ...12111  nnnnf
 

За n = 1, 

.3...1413121 
 

 

91. 

Малба Тахан је наследству од 35 камила придодао и своју камилу, тако да их је било укупно 36. 

Најстарији брат је добио 18 камила, средњи је добио 12, а најмлађи је добио 4 камиле. То је 

укупно 34 камиле, а што се тиче преостале две, Малба Тахан и његов пријатељ одјахали су на 

по једној камили. Браћа су била задовољна јер је свако добио нешто више од онога када би на 

задате делове „делили“ 35 камила. 

 

92.  

Подаци о пролазним временима вожње господина Смита немају значаја, јер је он возио 

различитим брзинама. Током целе вожње, госпођа Смит поставила је два питања. Из одговора 

следи да су господин и госпођа Смит, када је постављено прво питање, прешли трећину 

растојања од куће до ресторана, а када је постављено друго питање, остало им је да пређу још 

трећину пута од ресторана до крајњег одредишта. Одатле је јасно да растојање између тачака на 

којима је госпођа Смит поставила своја питања (а по услову задатка оно је 200 миља) износи 

две трећине целог пута. Према томе, дужина целог пута износи 300 миља.   

 

93. 

Нека је број ждралова на језеру x, на гранама дрвећа – y, и на пољани – z. 

После првог пребројавања, када су ждралови долетели са грана на језеро, било их је 2x на 

језеру, y – x на гранама и z на пољани.  

После другог пребројавања, када су ждралови прешли са језера на пољану, било их је 2x – z на 

језеру, y – x на гранама и 2z на пољани.  
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После последњег, трећег пребројавања, када су ждралови долетели са пољане на гране дрвећа, 

било их је 2x – z на језеру, 2(y – x) на гранама дрвећа и 2z – (y – x) на пољани. 

Тада је број ждралова на језеру, на дрвећу и на пољани био подједнак и износио је 32. 

Сада можемо формирати систем од три линеарне једначине са три непознате: 

2x – z = 32, 

2(y – x) = 32, 

2z – (y – x) = 32. 

Одатле је y – x = 16, z = 24, x = 28 и y = 44.  

На почетку је било 28 ждралова на језеру, њих 44 – на гранама дрвећа, а њих 24 – на пољани.  
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Као средњошколац, био је најбољи решавач логичких наградних задатака научно-

популарног часописа „Галаксија“ за 1981. годину. Ево једног задатка из тог периода за који се 

сматра да га је решио као први у свету:  

У свакој од n група налази се n жетона исте боје, при чему су жетони у различитим 

групама различито обојени. Потребно је жетоне распоредити на квадратној табли n x n тако да 

на свакој вертикали, хоризонтали и дијагонали табле сви жетони буду разнобојни. За решење 

овог проблема, познатог под именом пегборд проблем, уз услов n = 8, својевремено је у 

Америци била понуђена награда од 1.000 долара, што вероватно значи да овај подслучај  нема 

решења. Можете ли то и да докажете?  
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У овом задатку могућа су два решења: 

1. Ако тражите решење за све дијагонале у свим правцима (главне и споредне дијагонале), 

не постоји решење за случај n = 8. У том случају (n = 8), то је аналогно решавању 

проблема распоређивања осам сетова од по осам краљица на истој шаховској табли, а да 

краљице истог сета не нападају једна другу; 

2. Ако тражите решење само за редове, колоне и главне (велике) дијагонале, за n = 8 

решење је могуће.  

 

Решење: 

Логичка игра Hoo-Dоо (која представља задатак на табли са рупицама 8 x 8) из 1955. 

године, коју је продавала Tryne Games Manufacture Inc. (Lindenhurst, L.I. New York), 

фрустрирала је у то време многе људе. Произвођач је понудио 1.000 америчких долара свакоме 

ко реши загонетку коректно! На унутрашњој страни поклопца кутије играчке, после текста 

инструкција, налазе се речи: „Срећна ноћна мора!“. Оригинално правило игре гласи: „Све 64 

рупице морају бити попуњене. Дозвољено је користити два неутрална жетона било где на 

табли, како би се елиминисало дуплирање две боје.“ 

У интерпретацији овог проблема понекад није јасно да ли се мисли само на главне или 

на све дијагонале. Ако мислите на сваку дијагоналу, то је аналогно распоређивању осам сетова 

од по осам краљица на шаховској табли, где краљице истог сета не нападају једна другу. У 

шаху краљица напада поља на истом реду, колони и дијагонали. Проблем осам краљица (само 

један сет краљица) био је разматран од стране многих познатих математичара још пре доста 

година, укључујући и немачког математичара Карла Фридриха Гауса (1777–1855). Проблем је 

генерализовао на n x n табли Франц Наук 1850. године. Нешто касније, 1874. године, С. 

Гунтер је представио метод за проналажење решења коришћењем детерминанти, а тај приступ 

је усавршио Џ. Глајшер. Треба истаћи да су ова решења пронађена пре ере компјутера. 

 

ОСАМ СЕТОВА ОД ПО ОСАМ КРАЉИЦА НА ТАБЛИ 8 x 8 

Разматрање започињемо анализом решења проблема осам краљица на шаховској табли 

које не нападају једна другу.  
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Проблем осам краљица има 92 различита решења. Ако решења разликујемо узевши у 

обзир операције симетрије (ротације и рефлексије), онда на шаховској табли постоји само 12 

јединствених решења.  

Можемо срачунати сва могућа решења покривања шаховске табле са осам сетова од по 

осам краљица. Добијамо:  92! / [(92-8)!х8!)]  = 93080887185 могућих решења. 

У овом тренутку важно је да приметимо да од 12 јединствених решења само два имају 

краљицу у углу табле и само четири су са краљицом на централним пољима (централни 

квадрат 2 x 2). Нећемо сада презентовати свих 12 решења, јер су она у литератури већ раније 

образложена. Прво обратимо пажњу на два решења која укључују угао табле (Слика 1). 

 

1                 1               

          1               1       

              1                 1 

    1                       1     

            1         1           

      1                       1   

  1                 1             

        1               1         

 

Слика 1 – Два јединствена решења проблема распоређивања осам краљица,  

која укључују угао табле (поља са црвеним бојом представљају скуп А) 

 

Црвена поља су увек празна, на њима нема краљице ни у једном решењу које се изводи 

из ова два решења симетричним операцијама (ротацијом или рефлексијом). Ако користимо 

теорију скупова, можемо рећи да скуп А садржи следеће елементе: празна поља добијена 

после свих могућих симетричних операција (ротација и рефлексија) изведених над ова два 

јединствена решења проблема осам краљица која садрже краљицу у углу. 

 

КОРАК 1: ПРЕКРИВАЊЕ ТАБЛЕ СА ЧЕТИРИ СЕТА ОД ПО ОСАМ КРАЉИЦА КОЈА 

УКЉУЧУЈУ СВА ЧЕТИРИ УГЛА 

Ако желимо да прекријемо таблу са осам сетова краљица, прво морамо да покријемо сва 

четири угла са четири сета. Користећи два јединствена решења са Слике 1, после извесног 
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рачуна можемо добити само два могућа решења покривања табле са четири краљице (боје), где 

су покривена сва четири угла. Друго решење представља прво решење ротирано за 90˚.  

 

1   3     2   4   1     2 3     4 

  4   2 3   1       3 4     1 2   

  3   1 4   2     4     3 2     1 

2   4     1   3     2 1     4 3   

4   2     3   1     4 3     2 1   

  1   3 2   4     2     1 4     3 

  2   4 1   3       1 2     3 4   

3   1     4   2   3     4 1     2 

 

Слика 2 – Два могућа решења прекривања табле са четири сета, укључујући сва четири угла 

 

Ако почнемо са првим углом, постоје 4 решења за прекривање табле (2 јединствена + 2 

решења са рефлексијама = 4 решења). Тада постављамо други сет краљица (боја) у дијагонални 

угао. У том случају постоји само шест могућих решења за прекривање табле. За сетове 3 и 4 

можемо ротирати ових шест решења за 90˚. После свих ротација и рефлексија над ових шест 

решења добијамо опет само првих шест различитих решења. Тада прекривамо таблу користећи 

6 решења за сет 1 и 2, са 6 решења за сет 3 и 4. Постоји само 6 x 6 = 36 комбинација. То можемо 

урадити без обимног прорачунавања. Приказана су једина два могућа решења прекривања 

табле са четири сета од по осам краљица (боја) која укључују сва четири угла. Црвена поља 

представљају увек празна поља за та решења. 

 

КОРАК 2: ПРЕКРИВАЊЕ ТАБЛЕ СА ЧЕТИРИ СЕТА ОД ПО ОСАМ КРАЉИЦА КОЈА 

УКЉУЧУЈУ ЦЕНТРАЛНА ПОЉА 

За прекривање табле са осам сетова треба прекрити решења са Слике 2 са четири сета од 

по осам краљица која укључују централна поља. Размотрићемо сва четири јединствена решења 

проблема осам краљица која обухватају централна поља. Она су приказана на Слици 3. 

Плава поља поново показују област где нема краљица у свим решењима после ротација и 

рефлексија изведених над сва четири јединствена решења. Ова плава поља биће увек празна ако 

посматрамо ова четири решења. Плава поља представљају елементе скупа В, који чине празна 
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поља добијена после симетричних операција изведених над сва четири јединствена 

решења проблема осам краљица која укључују централна поља. 

 

          1           1               1                         1     

    1                       1                 1           1           

            1                   1   1                 1               

  1                 1                           1                   1 

      1                 1                 1                 1         

              1   1                               1     1             

1                             1         1                         1   

        1                 1                 1                 1       

 

Слика 3 – Сва четири јединствена решења проблема осам краљица  

која укључују централна поља (плава поља су елементи скупа В) 

 

КОРАК 3: ПРЕКРИВАЊЕ РЕШЕЊА ИЗ КОРАКА 1 И КОРАКА 2 

Ако прекријемо решење Слике 2 решењем са Слике 3, добија се фигура као на Слици 4. 

Црвена боја показује непокривена поља из Корака 1, плава боја – непокривена поља из 

Корака 2, а љубичаста боја показује поља која ће увек остати празна после преклапања. 

Користећи терминологију теорије скупова, овај скуп С (љубичаста боја) приказује елементе 

скупа С = А ∩ В и С ≠ Ø.  

 

                

                

                

                

                

                

                

                

 

Слика 4 – Празна поља из решења Корака 1 и Корака 2 (скуп С = А ∩ В) 
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Четири љубичаста поља су елементи скупа С који није празан. Љубичаста боја је 

изабрана јер се добија мешањем црвене и плаве боје. Ово је доказ да проблем осам сетова од 

по осам краљица на шаховској табли нема решења. Немогуће је прекрити таблу 8 x 8 са 8 

боја тако да нема две исте боје у сваком реду, колони или дијагонали. Не постоји решење 

које би прекрило таблу 8 x 8, истовремено прекривајући све углове и централна поља. 

 

РЕШЕЊЕ СА САМО ГЛАВНИМ ДИЈАГОНАЛАМА 

Ако се погледа претходно решење, може се помислити да је немогуће добити решење 

које се односи само на главне (велике) дијагонале. Међутим, решење постоји, и то не само 

једно.  

 

1 2 3 4 5 6 7 8 

3 4 5 6 7 8 1 2 

5 6 7 8 1 2 3 4 

7 8 1 2 3 4 5 6 

2 1 8 7 6 5 4 3 

8 7 6 5 4 3 2 1 

6 5 4 3 2 1 8 7 

4 3 2 1 8 7 6 5 

 

Слика 5 – Решење које се односи само на главне дијагонале 

 

Лако можете добити решење користећи нарочиту шему: прво у редовима ређајте непарне 

бројеве (боје) у растућем низу (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8; 3, 4, 5, 6, 7, 8, 1, 2; …), а затим парне бројеве 

у опадајућем низу (2, 1, 8, 7, 6, 5, 4, 3; 4, 3, 2, 1, 8, 7, 6, 5; …). Решење се добија уколико се 

изврши мала пермутација парних редова (види Слику 5). Са оваквом шемом такође је лако 

пронаћи решења за n  {4, 5, 7}.  

 

ЗАКЉУЧАК И ПРИМЕНЕ 

Пегборд проблем за n = 8 има два решења: 

1. Ако разматрате све дијагонале, тада нема решења за n = 8. У том случају (n = 8), проблем 

је аналоган истовременом прекривању шаховске табле са осам сетова од по осам 
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краљица, а да краљице истог сета не нападају једна другу. Доказ је дат коришћењем 

теорије скупова и анализом решења проблема осам краљица; 

2. Ако разматрате само редове, колоне и главне дијагонале за n = 8, решење је могуће.  

Осим у математичкој едукацији и коришћењу орнамената приликом украшавања накита, 

постоје и неке практичне примене овог проблема, као што је организовање чувања и 

складиштења података у меморијама рачунара, или његова примена у регулисању саобраћаја. 

Напомена: Комплетно решење овог задатка објављено је у часопису Тангента, Друштва 

математичара Србије, 53/1, 2008/09. у Београду. 


